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1 Wstep

Jezykiem wspotczesnej matematyki jest teoria mnogosci. Praktycznie wszystkie dowody
matematyczne przeprowadza sie na gruncie teorii zbiorow. Wszystkie ksiazki i artykuty na-
ukowe pisze sie zaktadajac niejawnie aksjomaty ZF lub ZFC. Nawet nauczanie matematyki,
od przedszkola po uniwersytet, prowadzi si¢ na gruncie teorii mnogosci.

Jednak teoria mnogosci zostata wprowadzona w zupekie innym celu. Nie miata by¢
jezykiem matematyki, ale uzasadnieniem jej niesprzeczno$ci. Dlatego wszystkie zlozone
konstrukcje sa zbudowane z elementarnych pojeé¢ takich jak ,zbior” i ,nalezenie do zbioru”.
Przywyklismy do tego zjawiska i nie widzimy juz jego wad. Wady te ujawniaja sie, gdy
probujemy uczy¢ podstaw teorii mnogosci studentéw. Zamiast objasnia¢ wlasnosci obiek-
tow matematycznych, takich jak para uporzadkowana, suma uogolniona zbioréw, czy liczby
naturalne, musimy wyjasniac¢ szczegoty ich kodowania.

Jezykiem, ktory jest pozbawiony wielu wad teorii mnogosci, jest teoria typow. Poje-
ciem typu postugujemy sie w sposéb nieformalny znacznie czedciej niz nam sie wydaje.
Rozwazmy funkcje, ktéora odwzorowuje elementy zbioru A w elementy zbioru B. Taka
funkcje mozna aplikowaé¢ do elementéw ze zbioru (,typu”) A. Podobnie suma (J A rodziny
zbioroéw A jest tego samego ,typu”, co elementy rodziny A, a nie tego typu co A.

Obecnie coraz czesciej teorii typow uzywa sie jako jezyka matematyki. Ma to miejsce
zwlaszcza na pograniczu matematyki i informatyki, w systemach wspomagania dowodzenia.
Teorie typow sa podstaws teoretyczna dla wielu takich systemow [11 2, 18, 4] i z powodzeniem
sa uzywane do formalizacji i weryfikacji waznych twierdzenn matematycznych [11], 12} [16].

Teoria zbiorow ma jeszcze jedna wade. Dwie podstawowe pojecia sa sklejone w jedno
pojecie ,zbioru™:

e zbioér jako dziedzina czy uniwersum;
e zbidr jako predykat.

Przywyklismy uwaza¢ to utozsamienie za naturalne i oczywiste. By¢ moze jednak tylko
dlatego, ze tak zostaliémy nauczeni. Te dwa pojecia sa w istocie zupelnie rézne, a nieroz-
roznianie ich prowadzi do paradoksu Russella.

Celem tej pracy jest stworzenie teorii typow, w ktorej bedzie wyrazne rozrdznienie
pomiedzy dziedzinami i predykatami. Ponadto chcemy utozsamié¢ predykaty z podzbiorami.



Ta idea pochodzaca jeszcze od Cantora, zostata porzucona po odkryciu paradoksu Russella.
Chcemy takze, zeby podzbior byt zwyktym obiektem, co sie rzadko zdarza w teorii typow.
Na przyktad w systemie Coq [2] podzbior jest konstruktorem typowym, a zatem znajduje
sie na wyzszym poziomie hierarchii uniwerséw niz obiekty tego typu. Nie jest to zbyt
wygodne i jak sie okazuje, nie jest konieczne. Nasz system pokazuje, ze w teorii typow
mozna z powodzeniem wréci¢ do idei Cantora. Chcemy ponadto, by w naszej teorii mozna
byto uprawia¢ matematyke. Poczatkowy cel to teoria obejmujaca matematyke elementarna,
pomocna przy nauczaniu podstaw matematyki. Nasza teoria ma zalete, ktorej nie majg inne
teorie: nie ma koniecznosci uzywania sztucznych kodowar.

Najwazniejszym pytaniem jest kwestia niesprzecznosci systemu. Bardzo tatwo jest stwo-
rzy¢ system typow, ktory bedzie mial zbyt wielka site wyrazu i bedzie mozna w nim dopro-
wadzi¢ do paradoksu. Przykladowo sprzeczna byta pierwsza wersja teorii typéw Martina-
Lofa [19], co pokazal Girard w [15]. Takze pierwsza proba stworzenia naszego systemu
okazata sie sprzeczna.

W pracy proponujemy system typow, ktory moze by¢ podstawa dla poszukiwanej teo-
rii typow. Przedstawiamy definicje systemu wraz z przykladami. Najwieksza czesé pra-
cy stanowi dowod niesprzeczno$ci. Ponadto czes¢ pracy to dyskusja réznych paradoksow
w teoriach typow.

2 Pure Type Systems

Jako podstawe naszego systemu wybraliémy formalizm zwany Pure Type Systems (PTS).
Formalizm zostal odkryty niezaleznie przez Berardiego [6] i Terlouwa [22]. Jest on genera-
lizacja tzw. kostki Barendregta. Podstawowe wlasnosci PTS-6w sa przedstawione w [5].

Prezentacje formalizmu zaczniemy od sktadni. Zat6zmy, ze mamy nieskonczony przeli-
czalny zbior zmiennych oraz ustalony (zwykle skoriczony) zbior sortow. Termy systemu sa
zdefiniowane za pomocg nastepujacej gramatyki

T:=s|x|MT.T)| (TT) | (Hx:T.T)

gdzie x jest zmiennag, a s jest sortem. Przyjmujemy konwencje, ze zewnetrzne nawiasy
mozna pomina¢. Ponadto aplikacja wiaze w lewo: zamiast ((PQ)R) mozemy napisa¢ PQR;
abstrakcja i produkt wiaza w prawo: zamiast (Az:T) (A\x:Ty.P)) piszemy \x:Ti z:T5. P. Jesli
zmienna x nie wystepuje w B to zamiast [lz:A. B mozna napisa¢ A — B.

Znaczenie termow jest nastepujace: term (Ax:A.B) oznacza funkcje, ktora bierze argu-
mentem x typu A i zwraca wartos¢ B. Term AB to aplikacja funkcji A do argumentu B.
Term (Ilz:A.B) oznacza zbior wszystkich funkcji z typu A do typu B.

Dla kazdego termu M definiujemy zbior FV (M) zmiennych wolnych termu M przez
indukcje ze wzgledu na strukture termu M:

o FV(s) =10, jesli s jest sortem,

o FV(x)={x}, jesli x jest zmienna,



o FV(\x:A.B) = FV(A) U (FV(B) — {z}),
e FV(AB) = FV(A)U FV(B),
o FV(IIz:A.B) = FV(A) U (FV(B) — {z}).

Wystapienia zmiennych, ktére nie sa wolne, nazywamy zwigzanymi. Jak zwykle utozsa-
miamy termy ze wzgledu na a-konwersje, to jest utozsamiamy wyrazenia, ktore roznia sie
tylko wystapieniami zmiennych zwiazanych. Szczegoty mozna znalezé np. w [21].

Dla zmiennej x i terméw M, N, definiujemy podstawienie termu N w miejsce x w
termie M, co oznaczamy M [z := N], przez indukcje ze wzgledu na strukture M:

e z[z:=N|] =N,

o y[z:=N] =y, jesli v #y,
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o (IIz:A.B)[z := N] =11z:Alx := N|.B[x := NJ, jesli z ¢ FV(N) lub x & FV(B).

W zbiorze terméw definiujemy relacje beta-redukcji, ktéra oznaczamy — g. Relacja — g3 jest
zdefiniowana przez regute

(A:T.A)B —3 Az := B]

oraz reguly domkniecia na kontekst: jesli A —g A’ to

AB B A/B BA —pB BA,
At:A.B —5 \x:A'.B \v:B.A —g Ax: B.A
Hx:A.B —5 Hx:A'.B [z:B.A —5 lz:B.A'.

Moéwimy, ze term M jest w postaci normalnej jesli nie istnieje takie N, ze M —z N.
Relacja —7% to domknigcie przechodnio-zwrotne relacji —g. Piszemy, ze A =5 B, jesli
istnieje ciag A = Ay, Ay,..., A, = B taki, ze dla kazdego i = 0,...,n — 1 zachodzi
A; —p Aip1 lub A1y —5 A;. Term M ma postaé normalng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ciag redukcji zaczynajacy sie od M, ktory koriczy sie termem w postaci normalnej N.
Term M ma wilasno$é silnej normalizacyi, jesli wszystkie ciagi redukcji zaczynajace sie
w M sa skoniczone.

Kontekst to skoriczony (by¢ moze pusty) ciag deklaracji zmiennych xq : Ay, ..., 2z, : A,.
Bedziemy uzywac greckich liter I'; A, ¥ na oznaczenie kontekstow. Dziedzing kontekstu I' =
(x1: Ay, ...,z 0 Ay) nazwiemy zbior {z1,...,z,}. Bedziemy ja oznaczaé przez dom(I').

System typéw wyprowadza asercje postaci I' = A : B, ktore nalezy czytaé: ,w kontek-
Scie I' term A jest typu B”.

PTS jest zdefiniowany za pomoca trzech zbiorow (S, A, R), gdzie

e S to zbior sortow;



e AC S xS tozbior aksjomatow;
e RCS xS xS tozbior regul.
Reguly przypisywania typow sa okreslone przez trojke (S,.4, R) w nastepujacy sposob:

(Ax) F sy 8, s1:85 €A

FC:s
5 x & dom(T)

I'FM:({z:AB) THEN:A

(App) TF MN : Bz .= N]

Fe:AFM:B Tk (Ilz:AB):s
I'E (Ax:AM) : (Ilz:A.B)

(Abs)

I'-A:s; I'e:AFB: sy

(Prod) T+ (Iz:AB) : 5

(s1,892,83) ER

'rA:B T'FB:s TI'FB=D

(Conv) TFA:B

System typow ma wlasnosé normalizacji wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy term typowalny
w tym systemie ma posta¢ normalna. System typow ma wlasnosé silnej normalizacji wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy term typowalny w tym systemie ma wtasnos¢ silnej normalizacji.
System typow jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy typ jest zamieszkaly, to
znaczy dla kazdego T takiego, ze F T : s dla pewnego sortu s, istnieje term M taki, ze

F M :T. System jest niesprzeczny, jesli nie jest sprzeczny.
Wiadomo, ze system, ktéry ma wlasnos¢ silnej normalizacji jest niesprzeczny.

3 Mniej Naiwna Teoria Typow

Pierwsza proba stworzenia naszego systemu byta Naiwna Teoria Typow (NTT). Jest to

PTS o nastepujacej specyfikacji:
S =x,0

A=x:0
R = (%, %, %), (x, 0, %), (x,0,0).



Najciekawsza w tym systemie jest reguta (x,[J, ). Jest ona interesujaca z technicznego
punktu widzenia. W literaturze najczesciej spotyka sie systemy, w ktorych wszystkie reguty
sa postaci (s1, sq, S2). Jest tylko kilka przyktadéw systemoéw z regutami postaci (s1, sq, S3),
gdzie sy # s3 (patrz np. [5l Rozdzial 5.2|). Interesujace jest takze znaczenie tej reguly.
Sort * reprezentuje typy (formuly). Regula stwierdza, ze produkty postaci 7 — % sa w sor-
cie *, a wiec sa typami. Produkty tej postaci to typy potegowe: element M typu 7 — x
jest podzbiorem typu 7, po otrzymaniu elementu typu 7 daje w wyniku formute. Nasza
regula stwierdza, ze podzbiory sa zwyktymi obiektami, a nie konstruktorami typow. W ten
spos6b zgodnie z naszym postulatem utozsamiamy predykaty i podzbiory. Jednakze tak
zdefiniowany system jest sprzeczny [13] [18]. W systemie mozna powtorzy¢ tzw. paradoks
Girarda [7, [17].

Poniewaz pierwsza wersja systemu okazala sie sprzeczna, trzeba bylo znalezé¢ inna pod-
stawe dla naszej teorii. Druga proba to system zwany Mniej Naiwna Teorig Typoéw (ang.
Less Naive Type Theory, LNTT). Jest to PTS o nastepujacej specyfikacji

S =« O 0P
A=t O« [P

R = (!, ', *t), (+P, #P %P, (>r<t7 «P KP) (*t,[lp, *t), (*t, Dt,Dt), (P, %P %P).

LNTT jest poprawiona systemu N'TT. Kazdy sort oryginalnego systemu zostal rozdzielony
na dwa: jeden w wersji p, drugi w wersji t. Sorty klasy ¢ reprezentuja obiektowa czesé
systemu (typy danych), a sorty klasy p reprezentuja jego czes¢ logiczna. To rozroznienie
jest podobne do sytuacji w systemie Coq [2], gdzie mamy sorty Set i Prop.

Skoro zmieniliSmy sorty, to musieliSmy takze zmienié¢ reguty. Znaczenie regut jest na-

stepujace:
o (' ' x') wprowadza przestrzen funkcyjna,

o (xP P xP) wprowadza implikacje, czyli logiczna przestrzen funkcyjna,

(x', %P «P) wprowadza kwantyfikator uniwersalny: jesli 7 jest typem, a ¢ jest formula,
to Ilz:7.p jest rownowazny formule pierwszego rzedu Vx : T.¢,

(«*, 0%, 0" wprowadza typy zalezne, to jest typy, ktore zaleza od termow,

(0P, «P xP) wprowadza polimorfizm na formutach (logike wyzszego rzedu) — formuty
moga zaleze¢ od formut.

Regula (*,0, %) przyjmuje teraz posta¢ (x',[0°, «'). Podzbiory sa termami typu 7 — *P:
otrzymawszy obiekt typu 7 daja w wyniku formute. Reguta stwierdza, ze takie produkty
(typy potegowe) sa typami, a zatem podzbiory sa obiektami.

Sktadnia PTS-6w jest jednolita, ale termy typowalne w kontekscie I' mozemy podzieli¢
na kategorie. Méwimy, ze

o M jest typowalny w kontekscie T, jesli istnieje T takie, ze I' = M : T



M jest rodzajem w kontekscie I', jesli I' = M : [T,

M jest typem w kontekscie T', jesli T' = M : %t

M jest formutq w kontekscie I'; jesli I' = M : «P.

M jest typem konstruktora w kontekscie T', jesli istnieje term T taki, ze ' - M : T
and I' =T : O

o M jest obiektem w kontekscie T, jesli istnieje term T taki, ze T M : TiT =T : %'

o M jest dowodem w kontekscie T', jedli istnieje term T taki, ze T+ M : T i+ T : .

Struktura systemu jest pokazana na rysunku [I}

Ot (g
kinds B *t *p
type constructors k T types QO formulas
M objects D proofs
Rysunek 1: Struktura systemu

Wilasnosé silnej normalizacji, a zatem niesprzeczno$é tego systemu zostata udowodniona
w [I§].

4 Typy indukcyjne

Mniej Naiwna Teoria Typoéw ma duzg site wyrazu, jednak nie jest zbyt wygodna do defi-
niowania typow takich jak liczby naturalne, listy, wartosci logiczne, itp. Aby to zmienic,
system zostal rozszerzony o typy indukcyjne. Wersja typoéw indukcyjnych, ktorej uzywamy
zostata wprowadzona przez Coquanda i Paulin-Mohring [10] w rachunku konstrukeji [9],
a nastepnie rozszerzona w [20]. Wazne wlasnosci, takie jak wlasnosé silnej normalizacji,
zostalty udowodnione przez Wernera w [24].

Rozszerzamy skladnie systemu o nastepujace konstrukcje:

Ind(X : T){T} | Constr(n,T) | Eim(T,T, T, T){T }

gdzie n jest liczbg naturalna. Wyjasnimy znaczenie tych termoéw uzywajac jako przyktadu
typu liczb naturalnych. Definicja typu jest nastepujaca

Nat = Ind(X : #"){X | X — X}.

6



Uzywamy sktadni zapozyczonej z Cog-a: symbol | rozdziela elementy ciagu. Definicja mowi,
ze Nat to typ indukcyjny o dwoch konstruktorach: typu Nat oraz typu Nat — Nat. Typy
konstruktora musza spetniaé¢ tzw. warunek $Scistej pozytywnosci, tzn. dla kazdego typu
indukcyjnego I argumenty rekurencyjne kazdego konstruktora musza by¢ postaci I1x : T.I ,
gdzie I nie wystepuje w T. Wiadomo, ze bez tego warunku system jest sprzeczny [24].

Term Constr(n, I) reprezentuje n-ty konstruktor typu indukcyjnego I. Zatem term
Constr(0, Nat) reprezentuje liczbe naturalna 0, a term Constr(1, Nat) reprezentuje funkcje
nastepnika. Wtedy

e Constr(1, Nat)Constr(0, Nat) oznacza liczbe naturalng 1,
e Constr(1, Nat)(Constr(1, Nat)Constr(0, Nat)) oznacza liczb¢ naturalna 2.

Termy odpowiadajace schematom eliminacji sa bardziej skomplikowane. Sa rézne rodzaje
eliminacji: niezalezna, zalezna, staba, silna. Najprostsza jest eliminacja niezalezna. Przy-
puéémy, ze w kontekscie I' mamy nastepujace przypisania typow

P:x' fy:P  fi:Nat— P — P, m: Nat.
Woéwczas reguly typowania orzekaja, ze
Elim(Nat, P,e, m){fo | f1}: P.

Jesli dla ustalonego P bedziemy abstrahowaé od fy, f1 i m, to dla liczb naturalnych do-
staniemy term NatElimg,eqep, postaci

NatElimyegep : P — (Nat — P — P) — Nat — P.

Jak wida¢, eliminacja reprezentuje rekursor na liczbach naturalnych.
Eliminacja zalezna pozwala tworzy¢ obiekty o typie zalezacym od eliminowanego termu.
Przypusémy, ze w srodowisku I' mamy nastepujace przypisania typu gdzie s to ** albo *”

P:Nat — s, fo:P0, fi:(Ilk: Nat(Pk — P(Sk))), m: Nat.
Reguly typowania moéwia wowczas, ze
Elim(Nat, Pye, m){fo | f1} : (Pm).
Abstrahujac od P, fy, fi i m otrzymamy, term typu
NatElimgey : IIP : Nat — s(P0 — (Ilk : Nat(Pk — P(Sk))) — IIn : Nat.Pn).

Biorac s = %P, otrzymamy term reprezentujacy schemat indukcji na liczbach naturalnych.
Reguly reduke;ji dla liczb naturalnych sa nastepujace:

Ehm(Na'th7€70){f0 | fl} - fO 0
Elim(Nat, Q, e, Sn){fo | f1} — fi n Elim(Nat, Q,e,n){fo | f1}.

Relacje redukcji indukowana tymi regutami nazywamy :-redukcja. Redukcja jest czescia
reguty konwersji w systemie.



4.1 Silna eliminacja

W zasadzie mozna by mie¢ takze nastepujacy schemat eliminacji
NatElimrgege, : 1P : OY(P — (Nat — P — P) — Nat — P)

dajacy mozliwos¢ tworzenia typow. Ten wariant eliminacji nazywamy silng eliminacjq.
W LNTT z typami indukcyjnymi ten schemat nie jest dozwolony. W systemach, ktore ma-
ja silng eliminacje, np. w rachunku konstrukeji, podlega ona waznemu ograniczeniu. Jest
dozwolona tylko dla tzw. matych typow indukcyjnych, tj. dla typéw, ktore nie maja argu-
mentow bedacych typami. Wiadomo, ze silna eliminacja na duzych typach indukcyjnych
prowadzi do paradoksu [7]

W LNTT z typami indukcyjnymi nie wolno definiowaé¢ typoéw przez silna eliminacje.
Mimo to da sie zdefiniowaé¢ wiele funkcji, do ktérych w innych systemach konieczna jest
silna eliminacja. Mozemy na przyktad zdefiniowaé¢ sume listy zbioréw. Rozwazmy typ

List = Ind(X : *t){X | (7’ — *p) — X — X}

Jest to typ listy podzbioréw typu 7. Uzywajac stabej eliminacji mozna w LNTT zdefi-
niowa¢ funkcje union : List — (7 — %) obliczajaca sume listy. Tej definicji nie mozna
przenies¢ do rachunku konstrukeji indukcyjnych (CIC). W CIC typ List jest duzy. Za-
tem aby zdefiniowa¢ funkcje union trzeba uzy¢ silnej eliminacji, ktora w tej sytuacji jest
niedozwolona.

Whiosek z tego przyktadu jest taki, ze LNTT jest nieporéwnywalna z CIC. Istnieja
funkcje, ktére mozna zdefiniowa¢ w LNTT, ale nie w CIC i na odwrét. Jednak nawet
bez silnej eliminacji mozemy definiowaé¢ funkcje, do ktorych jest ona potrzebna w innych
systemach.

5 Gléwny wynik: twierdzenie o silnej normalizacji

Glowny wynik pracy to twierdzenie o silnej normalizacji LNTT z typami indukcyjnymi.
Konsekwencja tego twierdzenia jest niesprzeczno$é catego systemu.

Dowdd silnej normalizacji sktada sie z dwoch czesci. Czesé pierwsza polega na pokaza-
niu translacji 7' z LNTT do rachunku konstrukeji indukcyjnych. Podstawowy pomyst to
przettumaczenie sortu *P na specjalny typ Bool. W konsekwencji formuty zostaja prze-
tlumaczone na termy typu Bool. Translacja nie obejmuje dowodéw, ich tlumaczenie nie
zmiescitoby sie w hierarchii typéw rachunku konstrukcji. Sort *! zostaje przettumaczony
na *. Na typach i obiektach translacja jest zdefiniowana syntaktycznie, zachowuje ksztatt
terméw. Dla formul uzywamy specjalnych stalych do przettumaczenia implikacji, kwanty-
fikatora ogoélnego i kwantyfikatora wyzszego rzedu. Schematycznie dziatanie translacji T’
przedstawia Rysunek [2]

Translacja zachowuje asercje typowe, to znaczy

jesliTH M : A, to T(I) F T(M) : T(A)
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Ot o U 0 o

B« P) — * x B
K 1 @) —— (Bodl 1 )
-

Rysunek 2: Translacja z LNTT do CIC

oraz redukcje, to znaczy
jesli M —p, M', to T(M) —>§L T(M").

Wiadomo, ze CIC ma wtasnos¢ silnej normalizacji [24]. Latwo zatem wnioskujemy stad, ze
termy, ktore nie sg dowodami maja wtasno$é silnej normalizacji.

Dla LNTT bez typow indukcyjnych druga cze$¢ dowodu silnej normalizacji to inna
translacja ¢ do rachunku konstrukeji indukcyjnych, tym razem obejmujaca dowody. Szcze-
g6ty mozna znalezé¢ w [18]. Tej metody nie da sie jednak rozszerzy¢ do LNTT z typami
indukcyjnymi. Rozszerzenie translacji ¢ w naturalny sposéb powoduje, ze staba elimina-
cja na malych typach indukcyjnych jest ttumaczona na silng eliminacje na duzych typach
indukcyjnych, ktora jest w CIC niedozwolona. Istnienie lepszej translacji do CIC jest otwar-
tym problemem, dlatego druga czes¢ dowodu zostala przeprowadzona metoda kandydatow
Girarda [15], a wtasciwie jej typowalng odmiang wprowadzona przez Galliera i Coquan-
da [8]. Pomysty wykorzystane w dowodzie pochodza z [14], [23], [24].

Dowdd metoda kandydatow przebiega nastepujaco. Zaczynamy od zdefiniowania rodzi-
ny C zbioréw termoéw spetniajacych pewne warunki domknietosci. Uzywa sie kilku rodzajow
tych warunkoéw. Jesli uzywamy oryginalnych wtasnosci Girarda, to zbiory w C' nazywamy
kandydatami (z franc. candidats de reducibilité). Stad pochodzi nazwa metody. W naszym
dowodzie uzywamy nieco innego zestawu warunkow, a zbiory, ktére rozwazamy noszg na-
zwe zbiorow nasyconych. W pewnym uproszczeniu warunki wygladaja tak: zbior X jest
nasycony, jesli

e kazdy term w X jest silnie normalizowalny;
e wszystkie zmienne naleza do X;

e jesli M € X oraz M' —, M i M’ jest silnie normalizowalny, to M’ € X. Relacja —,
to pewien podzbidr relacji redukcji —g,.
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Nastepnie kazdej zmiennej typowej przypisujemy pewien zbioér nasycony, a kazdemu typo-
wi 7 (takze formule, rodzajowi, itp.) przypisujemy jego interpretacje [7], bedaca pewnym
zbiorem termoéw. Scisle rzecz biorac, zbiory [7] sa parametryzowane warto$ciowaniem &,
przypisujacym zbiory z C' zmiennym typowym. Mamy zatem zbiory termoéw [7]e. W ko-
lejnym kroku pokazujemy, ze kazdy zbior 7] € C, oraz ze zbior wszystkich termoéw silnie
normalizowalnych jest zbiorem nasyconym. Na koniec dowodzimy, ze kazdy term M typu 7
spelnia warunek M € [r]¢ dla pewnego &.

W naszym dowodzie uzywamy typowalnej wersji metody kandydatow. Zamiast zbiorow
termoéw postugujemy sie zbiorami asercji typowych postaci (I' = M : 1), dla ustalonego 7.
Zamiast jednej rodziny zbioréw nasyconych C' mamy rodzine zbioréw nasyconych C’ dla
kazdego typu 7. Interpretacja [I" - 7]¢ jest zdefiniowana dla kazdej asercji I' - 7 : &, gdzie 7
jest typem. Ponadto warto$ciowanie & musi by¢ zgodne z kontekstem I'. Poszczegolne etapy
dowodu przebiegaja podobnie jak w wersji beztypowe;j.

Najwazniejsza czescia dowodu metoda kandydatow jest podanie interpretacji dla kaz-
dego typu. W LNTT z typami indukcyjnymi musimy dodatkowo podaé interpretacje dla
,duzych” obiektéw — podzbioréw i obiektéow indukeyjnych — poniewaz mogg one w systemie
peié role konstruktoréow typowych lub konstruktoréw formut.

Interpretacja jest zdefiniowana przez indukcje ze wzgledu na strukture termu. Osob-
no podajemy definicje dla produktu, abstrakcji, aplikacji, typéw indukcyjnych, itd. In-
terpretacje dla produktu, abstrakcji i aplikacji sa standardowe. Interpretacja produktu
[ Iz : A.B to zbior asercji (A F M) takich, ze dla kazdego asercji (A" F N) € [I' - A]
mamy (A’ MN) € [I',x : AF B]. Interpretacja abstrakecji I' - (Az:A.B) jest funkcja,
ktora bierze dowolna interpretacje a dla I' = A i daje w wyniku interpretacje dla B z a
jako interpretacja zmiennej x. Interpretacja aplikacji AB to aplikacja interpretacji A do
interpretacji B.

Niestandardowe sa interpretacje dla typéw indukeyjnych i predykatéw indukceyjnych,
obiektow indukcyjnych oraz eliminacji.

Interpretacja dla typow indukcyjnych to najmniejszy punkt staly pewnego operato-
ra monotonicznego F'. Nieformalnie dziatanie operatora mozna opisa¢ nastepujaco: jako
argument bierze przyblizenie S interpretacji i daje w wyniku zbior asercji (A - M) spel-
niajacych warunek: jesli M —j Constr(n, I )]\7 , a n-ty konstruktor I jest typu IL¥ : 7.1,
to kazdy term N; nalezy do interpretacji typu 7;. Oczywiscie interpretacja 7; stosowana
w operatorze F' uzywa jako znaczenia dla typu indukcyjnego I jego przyblizenia S.

Interpretacja dla predykatow indukcyjnych to najmniejszy punkt staty innego operatora
monotonicznego H. Ten operator rowniez bierze jako argument przyblizenie S interpreta-
cji. Jako wynik daje zbior asercji (A = M), w ktorych term M eliminuje sie w sposob
poprawny, tj. jesli wezmiemy dowolng formute Q) w kontekscie A i jej interpretacje ¢ oraz
dowolne galezie eliminacji f poprawne dla predykatu indykcyjnego I, wyniku () oraz ich
interpretacji S i ¢, to (A F Elim(I,Q, M){f}) € q.

Definicje typow indukcyjnych i predykatéw indukcyjnych sa bardzo podobne, mimo
to ich interpretacje roznig sie. Zauwazmy, ze nie mozna uzy¢ operatora F’, podobnego
do operatora F' do zdefiniowania interpretacji dla predykatéw indukcyjnych. System ty-
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pow pozwala na polimorfizm na formutach. Zatem chcac podaé¢ definicje F’ musieliby$my
dostarczy¢ interpretacje dla dowolnej formuty @, w tym takze dla formuty strukturalnie
wiekszej niz predykat indukcyjny, ktorym sie zajmujemy. Wtedy jednak definicja operato-
ra I nie bylaby dobrze ufundowana. Podobnie nie mozna uzy¢ operatora H' podobnego do
operatora H dla zdefiniowania interpretacji typéw indukcyjnych. Obiekty indukcyjne moga
podlegaé eliminacji zaleznej. Interpretacja ¢ dla wyniku bylaby funkcja, argument bytby
interpretacja dla eliminowanego obiektu M. Tej interpretacji nie da sie okresli¢, bo M moze
byé¢ zupetlie dowolnym termem typu 1.

Interpretacja dla obiektu indukcyjnego M postaci Constr(n, I)N jest ciag postaci
(n,Cj,...,C},), gdzie n jest liczba naturalna, a Cj, jest interpretacja duzego argumen-
tu N;. Jesli M nie jest postaci Constr(n, [ )]\7 , ale jest Br-rowny takiemu termowi, to in-
terpretacja M jest rowna interpretacji Constr(n, I )]\7 . Czesé pierwsza dowodu — wlasnosé
silnej normalizacji dla terméw nie bedgcych dowodami — jest potrzebna do uzasadnienia po-
prawnosci tej definicji. Warto$¢ interpretacji M w pozostatych przypadkach jest réwna (0),
ale tak naprawde jej warto$é nie ma znaczenia.

Musimy takze podaé¢ interpretacje dla tych eliminacji, w wyniku ktérych powstaja
podzbiory. Podstawowe wymaganie jest takie, ze ta interpretacja ma zachowywaé relacje
t-redukcji, to znaczy w przypadku liczb naturalnych spetnia¢ warunki

[ Elim(Nat, Q,0){fo | fi}] = [I'F fo]
' F Elim(Nat, @, Sn){fo | f1}] = [[' F finElim(Nat, Q,n){fo | f1}]-

Oczywiscie nie mozemy powyzszej wlasnosci przyjac¢ za definicje interpretacji dla elimi-
nacji. Taka definicja nie bylaby dobrze ufundowana. W definicji uzywamy operatora G,
ktory stara sie obliczyé¢, jaki bytby wynik redukcji. Operator jako jeden z argumentéw
bierze przyblizenie interpretacji dla typu I. Rekurencyjne wywotanie operatora, konieczne
do poprawnego obstuzenia argumentéw rekurencyjnych, jako argument bierze wczesniej-
sze (mniejsze) przyblizenie interpretacji /. W ten sposob mamy gwarancje, ze definicja
operatora jest poprawna.
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