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v RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR ZOFII GROCHULSKIEJ
~ “Differential and. geomemc propfrtzes of certain classes of Iwmeomorphzsms

Rozprawa doktm ska. Pam Grochulsklcj zosta%a naplszma pod cpleka Pana dra hdb Paw%a Gold~
steina (MIM UW). Tematyka rozprawy wyrasta z geometrycznej teorii przeksztatceri i geome-
trycznej teorii miary.

Material rozprawy jest oparty na nastgpujacych artykutach:

(1) Pawet Goldstein, Zofia Grochulska, Piotr Hajtasz, Constructing d:ﬁ"eomorphmms and ho-
' meomorphzsms with prescribed derivative, aer 2312.13078. . :

(2) Pawe% Goldstem Zoﬁa Grochu]ska Plotr I—Iaﬁasz Gluzng dzﬁ”eomorphzsms, bz-szschu‘z
mappmgs and homeomorphzsms, erw 2404 ]3508 .

~ O$wiadczenie wspétautorskie (str. 19-20 ‘doktoratu) roplsu_]e wklad D0ktdrantki do powyzszych
publikacji. Pani Grochulska sformutowata jedno z g%éwych pytan rozprawy (1.2), ktére zaini-
‘cjowato badania w rozdziale 3, wykona}a gtéwna prace w dowodach twierdzeni 1.24 1.3 oraz
sformutowata i udowodmla wazny wymk rozZprawy, tj. twierdzenic 1:4. Jest réwniez autorka
‘bbserwacy prowadzqcych do najbardzneJ z%ozoncgo wymku rozprawy, tj. twierdzenia 1.5, w
tym czgsci iteracyjnej dowodu. ‘Ponadto, rozprawa zawiera ciekawe i bardzo dobrze naplsane
‘-Wprowadzemc (1ozdzla}y 1i'2) oraz suplement, ktére Wymaga}y pracy i gh;boklcgo Zrozumie-
nia opisywanych i wykorzystanych narzedzi matematycmych ‘W mojej ocenie, wkiad ten 36§t
w peni wystarczaja,cy ‘do uznania istotnosci ‘wkladu oraz ‘samodzielnosci Autorki rozprawy.
Proporcje wkiadu pracy’ Auitorki, Paw%a Go]dstema (}promotora) oraz Piotra Haﬁaeza §W1adcza,
dodatkowo o Jch harmonune] wspélpracy : dajq nddzw]@ na jei kontynudq@ i rozwmlg(ne
cze ‘jednego preprmtu Charactertzatzons of generalzzed John a’omams in R” vza ‘metric du-
“ality wspdlnie z Pawlem Goldsteinem, Chang-Yu ‘Guo, Pekka Koskela oraz Debanjan Nandl,
~arXiv:1710.02050 oraz pubhkacp ‘Local estimates for vectorzal Rudm 0sher~Faremt type pro-
blemv in one dzmenszon wspélme Z Mlcha}em Laswa, ESAIM Contro] Optlm Calc Var 30(8),
2024 '

~ Opisi i ocena pracy

' “Rozprawa napwsana W J@zyku angnc]sklm ma 121 stron; zas jei- blbhograﬁa hczy 100 pozyciji.
Praca: podzlelona JC% na pn;:c rozdzxal:éw plua suplement, kazdy sk}adaja,cy sx@ z podrozdzxatéw

cyjne: twwrdzemal wymk1 pomocmcze 53 ancmsowame krét;knml wpmwadzemaml nakmmwu»
“jacymi czytelnika na'wlasciwe postrzeganie wymku, W razie: potrzeby i'dla wygody: czytelmka

wynik jest przytaczany ponownie; przedstawnona jest’ wyczerpuj aca cluskusga literatury -bazowej
~jak réwniez dodatkowej (iqczme z muamam1 hlstm’ycznyml jak w-przypadku tw1erdzema 13



-na-str.. 15 i twierdzenia 1.5 na str. 18), ktéra pokazujé jak. dbgi@bne studia na materig roz-
prawy przeprowadzﬂa Doktorantka. Poza tym, zaréwno rozdziaty wprowadzajace (tj. pierwszy -
1 drugi) oraz euplement rozprawy zawierajq szczegtows, dyskusm mezb@dnych definicji i wy-
nik6éw, czynigc z rozprawy prace spéjng i kompletna. Rozprawa doktorska prezentuje zatem
rozleglg ogélng wiedze teoretyczng Pani Grochulskiej z matematyki. Podsumowujac w dobre
napisanie rozprawy wlozono duzy wysitek, ktéry przynidst dobre owoce.

Rozprawa jest podzielona na dwie czgsci: pierwsza dotyczy zagadnienia przed}uzama 1 skle- ,
jania dyfeomorfizméw, bi-lipszycowskich-homeomorfizméw. oraz homeomorfizméw (rozdziat
3); druga cze$¢ opisuje konstrukeje dyfcomorﬁzmow zzadang pochodna oraz homcomorﬁzmow
z zadang pochodng aproksymatywna (ang. approximate derivative).

Motywacjq dla pierwszej czesci rozprawy jest nastgpujace pytanie (1.2) na str. 13:

Rozwaimy dwa zachowujqce orientacje a’yfeomorﬁzmy F 4 G akreslone na kulz Jednostkowej
B(0,1) w R o wartosciach w R" i‘takie, Ze . -

F(B0:1/2) .C.-.G(B(.O.,:I))L |

Czy moina skonstruowac dyfeomorfizm H : B(0, l) — R rowny F na B(0; 1 / 2) oraz réwny
G blisko brzegu kuli jednostkowej?  ‘Pozytywna odpowiedZ na to pytanie jest wnioskiem z
ogdlnego twierdzenia 1.1 dla rodziny zachowujgcych orientacje dyfeomorfizméw klasy C* okre-
§lonych na n-wymiarowej, spéjnej i orlentowalnej rozmaitosci- klasy C¥. W twierdzeniu dyfe-
omorfizmy rozszerza si¢ na zbiorach ogélme,]szych iz kula, tj. na dyfeomorﬁcznych z kulg
- domknigta. Przyklad z pracy Mﬂnora ([69] w. spxsw hteratury rozprawy) pokazuje,. ze takie
zalozeme jest niezbedne.

Twierdzenie 1.1 jest nast@pme uogélmone dla zachowu340ych onentaqg b1~11pszycowskxch
homcomorﬁzmow (twierdzenie 1.2).oraz homeomorﬁzmow (twierdzenie 1 3) W obu przypad-
kach zaiozeme o dyfeomorﬁcznosc1 obszarow Z ku]q domkmgta jest: zastaplonc naturalnym od-
powxedmklem ‘Najwazniejszym narzgdzmm uzytym w dowodzie twierdzenia 1.1 (jak réwniez
twierdzef 1.2 1.1.3) jest tzw. ,,mk Palais” przedstawmny w lemacm 3. 6 w.rozdziale 3.2 roz-
prawy. Obserwac;a ta pozwala rozszerzy¢é zachowujacy onentaq@ dyfeomorﬁzm obszaru. (dy-
feomorficznego z domkm@ta kulg) do dyfeomorﬁzmu okrcslcmego na calej rozmaitosci, ktéry
jest ldcntycznoscu; dostateczme daleko od brzegu obszaru. Wykorzystujac lemat A. 18, dowdd
twierdzenia 1.1 da sig sprowadmc do przypadku eukhdesowego pokazanego w lemacw 3.1 1 '

Idea dowodow-twierdzed 1.2 1.3 Jest taka Jak dla twierdzenia 1.1, ale. Wymaga_]q onc gh;—
boklego wymku Sulhvana (udowodmonego przez. Tukla——Vansala), tzw. tw1erdzema 0 stabﬂnych ’
bl—hpszycowskxch homeomorﬁzmach (patrz deﬁmc_]a 3.13, Iemat 3.15 oraz. wmosek 3.16). W
jego konsekwenc_u (b1 hpszycowslnc) homeomorﬁzmy mozna przedstawm w postaci: ziozcma
skoriczonej liczby . (bi—hpszycowsklch) homeomorﬁzmow, z ktérych kazdy jest ldentycznosmq
na pewnym zbiorze otwartym. Zastosowanie: tej obserwacji pozwala udowodnié odpowiednik
triku Palais” dla (bi-lipszycowskich) homeomorfizméw, patrz lemat 3.22.

Twierdzenia 1.1-1.3 dotycza trzech fundamcnta]nych klas przeksztalcen: dyfeomorﬁzmow.
- oraz (bi-lipszycowskich) homeomorfizméw a wyniki pokazuje;ce warunki rozszerzania/sklejania
przcksztaicen s3 podstawowyml narzr;dzmnn teoru przeksztaicen Spodz:ewacv sig zzatem nalezyv

dzunc pOChOdnCJ aproksymatywnq (therdzemc 1 Inspxrac;a dla obu tw:erdzen _}CSI wymk '
Albertiego, tzw. tw1erdzeme Luzma dla gradlentow ,._,.Dyskus;a obu konstrukcji przedstawmna-,
jestw rodzxaiach 4i35 rozprawy 1 oplera sig na wymkach prepﬂntu (1) Dthoranth i Wspolau- E

2



“toréw.. Warto Jednak zauwazyc, 7e rozdzxai 4.4 rozprawy zawiera réwmez wymk1 nie w%aczone
~do preprintu (1). i : : ‘ o
Twierdzenie 1.4 zachodzi przy naturalnyc,h i ogélnych zaiozemach tJ ogramczonoécx d21e~
- dziny, dodatniego Jakobwnu zadanej pochodnej oraz ogmmczonoécx catki.z tegojakobianu, a ko-
nieczno$é tych zatozer jest szczegbtowo. dyskutowana w: rozprawie (w rozdziale 1). ’I‘wmrdzemc
Albertiego pozwala skonstruowaé funkcje wspétrzedne przesztaicema klasy C o ! zwartym no-
$niku, ktére jednak jest tylko lokalnym dyfeomorfizmem. Przejscw od takiego przekszta}ccma
~do globalnego dyfeomorfizmu jest najtrudniejszym krokiem dowodu therdzcma 1.4'i wymaga
zastosowania szeregu pomocniczych obserwacji z rozdziatéw 2.7 i 4.2 rozprawy oraz twierdze-
nia Dacorogna-~Moser dajacego konstrukcje dyfeomorfizmu o zadanym jakObianie (wynik ten
wykorzystuje pojecie potoku dyfeomorﬁzméw patrz rozdziat A2 rozprawy) Wyk01 zystujac
ten wynik, Pani Grochulska pokazu;e lemat 4.9 oraz wniosek 4. 10, o istnieniu g}adklego dy-
'feomorﬁzm ) ktorego Jakoblan Jest bliski zadanc] funkqu klasy L' na dowolnie duzym zbiorze
Lwartym zawartym w danym obszarze patrz (4. 20) na str. 60 doktoratu Innym kluczowym
' wymklem pomocniczym jest propozyc;a 4.6, ktéra orzeka 7€ ‘majgc zadane dwie macierze A,
i Ay o dodatnich wyznaczmkach poréwnywalnych ze sobg (patrz (4.5)), mozna skonstriowaé
'dyfeomorﬁzm kuli B na obraz A; (B), ktéry na U - ‘duzym podzbiorze kuli - jest kawatkami afi-
nicznym przekszta}cemem 0 czgsci hmowej (pochodnej) réwnej A;. Giéwna subtelnosc dowodu
'polega na konstrukcy zb1 oru U poprzez odpowncdm wybér kostck (ang cubes) i kul patrz str.
56 58 rozplawy
Tednym 'z glownych poy;c wykorzystanych w tw1erdzemu 15 Jest pomcw pochodnej aprok-
symatywnej (opisane m.in. w rozdziale 2.9’ rozprawy) “We wepolczesnej analizie i geome-
trycznej teorii przeksztalcei/miary pochodna aproksymatywna wystepuje np. w twierdzeniach
o zamianie zmiennych oraz w twierdzeniach typu Lusina. Pole do zastosowari aproksymatywnej
pochodnej daje rowniez fakt, ze przekszta?cema Sobolewa i w klasie BV sg aproksymatywnie
rézcznikowalne. Ponadto, ostatnie lata przynosza duze zainteresowanie tym pojeciem zar 6wno
w przypadku euklidesowym, jak réwniez subriemannowskim (prace ] Pmamontl Speight). 'Wy~
nik pani Grochulskiej i Wspéipracowmkow jest bardzo ogdlny, albowiem do konstrukcji home-
omorfizmu p.w. aproksymatywnie rézniczkowalnego o zadanej pochodnej T wystarcza mierzal-
no§¢ T oraz naturalny warunek zachowywama objetodci (1.4 w twierdzenin 1.5). W poréwnaniu
do zalozeri twierdzenia 1.4 nie trzeba nawet zaktada¢ dodatniosci jakobianu T'. Skontruowany
homeomorfizm posiada wlasnoséé Lusina (N), jego odwrotno$é jest réwniez p.w. aproksymatyw-
nie rézniczkowalna, a ponadto jest jednostajng granica ciagu gtadkich dyfeomorfizméw. Whnio-
ski z twierdzenia 1.5 obejmujg twierdzenie 5.2 (uogélniajace wynik z pracy Goldstein-Hajtasz,
ARMA 2017), wniosek 5.3 oraz twierdzenie 5.5. Ten ostatni wynik jest szczeg6lnie ciekawy,
bowiem twierdzenie 5.5 orzeka, ze homeomorfizm p.w. aproksymatywnie rézniczkowalny o po-
chodnej aproksymatywnej zadanej przeksztatceniem mierzalnym moze by¢ skonstruowany jako
granica jednostajna (oraz w metryce Lusina) ciagu C'-dyfeomorfizméw. Zatem granice takich
ciggéw moga prowadzié¢ do bardzo nietrywialnych przeksztakceri. Wyn1k1 tego rodzaju poka-
zujg jak bogata jest teoria nieliniowe; - eldstycznosm w ktdrej czgsto rozwaza si¢ granice ciggu
dyfeomorfizméw oraz Jakle mespodzuank;l czekajg jeszcze na badaczy teorii przeksztatceri!
Dowéd tw1erdzen1a 1.5 wymaga. wymkéw pomocniczych: przedstawmnych w rozdziatach
5.2 i 5.3, z kidrych na szczeg6lng uwagg zastugujg lemat 5.10 oraz propozycja 5.16. Pierwszym
krokiem dowodu gtéwnego wyniku jest: redukc;a do przypadku dodatniego jakobianu zadanego
przeksztatcenia mlerzalncgo T, po to aby w dalszej czgSci dowodu wykorzystaé twierdzenie 1.4,
Nastgpnie, szukany homeomorfizm jest skonstruowany metodg indukcji matematyczneJ jako
granica ciggu homeomorfizméw (<I>k) spetniajgcych warunki (i)-(v) na st. 90. Jednoczesnie,
réwniez metodg indukcji, konstruowany jest ciag zbioréw (Cy) %pe%mamcy powyzsze warunki:



(i)-(v). W rozdziale 5.4.3, Pani Grochulska bardzo szczeg6towo opisuje konstrukcje homeomor-
fizméw &g i ®; i stusznie, bo zrozumiawszy ten krok dowodu, czytelnik moze tatwiej przyswoié
0go6lng konstrukeje opisang w rozdziale 5.4.4.

Drobna uwaga dotyczaca prezentacji w rozdziale 5.4.2: latwiej bytoby zrozumieé warunki
(i) oraz (iii), gdyby warunek (iv) zostal zaprezentowany jako pierwszy warunek.

Uwagi redakcyjne i jezykowe

Praca jest bardzo dobrze zredagowana. Nie znalazlem ani btedéw edytorskich, ani bigdéw ty-
pograficznych.

Podsumowanie

Catos¢ rozprawy oceniam bardzo pozytywnie. Tak jak napisalem powyzej, rozprawa doktorska
Pani Grochulskiej prezentuje szeroka ogélna wiedze teoretyczna w dyscyplinie matematyka,
szczegOlnie w obszarze analizy i geometrycznej teorii przeksztalceri, w tym geometrii dyfe-
omorfizm6éw, homeomorfizméw oraz przeksztatceri Sobolewa. Badane zagadnienia sg zar6wno
nowe, a wyniki potencjalnie wazne dla rozwoju teorii przeksztatcen. Dowody twierdzeri (szcze-
g6lnie twierdzenia 1.4 i 1.5) sg bardzo zlozone i wymagaja wielu nietrywialnych wynikéw po-
mocniczych.

Uwazam, ze rozprawa Pani mgr Zofii Grochulskiej spelnia ustawowe, a takze zwycza-
Jjowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o przyjecie rozprawy i dopusz-
czenie jej Autorki do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora w
dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.

Tomasz Adamowicz
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