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Recenzja rozprawy doktorskiej Stanistawa Kazmierowskiego

Solving succint games

1. TEMATYKA ROZPRAWY

Tematem rozprawy jest problem obliczania réwnowagi Nasha w grach o zwiezlej reprezen-
tacji. Klasycznym przyktadem takiej gry jest stynna gra Putkownik Blotto zaproponowana
w roku 1921 przez Emila Borela. Dwaj gracze, A i B, wybieraja jednoczesnie i niezaleznie
od siebie, dwa wektory o tej samej liczbie wspotrzednych nieujemnych sumujacych sie do tej
samej ustalonej wartosci. O zwycigstwie decyduje liczba wspotrzednych, na ktérych jeden
z wektoréw jest ostro wiekszy od drugiego. Na przyklad, jezeli A wybierze wektor (1,2,3),
a B wybierze wektor (2,3,1), to wygrywa gracz B, natomiast przy wyborze pary (1,2,3)
i(2,2,2) mamy remis.

Nazwa gry nawigzuje do militarnej interpretacji, w ktorej wspotrzedne wektoréw to pola
walki, a ich wartosci to liczbowa reprezentacja sity wojsk rzuconych do walki na te pola. Bez
trudu wyobrazimy sobie inne interpretacje tej gry w naukach politycznych, ekonomicznych,
badaniach operacyjnych, czy informatyce teoretycznej.

Zwieztosé gry polega tu na tym, ze liczba mozliwych strategii (czystych) jest wyktadniczo
duza (a nawet nieskoriczona) przy stosunkowo zwartym opisie gry. Formalna definicje takich
gier w terminach teorii obliczen zaproponowali w 2008 Papadimitriou i Roughgarden. Gry
badane w rozprawie wykraczaja nieco poza te Scista definicje zachowujac wszakze podobny
charakter. Wtasciwie kazda z nich stanowi jaka$ odmiane modelowego Putkownika Blotto.

2. WYNIKI ROZPRAWY

Rozprawa sktada sie z szesciu rozdziatéw. Pierwszy i ostatni to, odpowiednio, krotki za-
rys tematyki oraz podsumowanie. Cztery pozostate odpowiadaja czterem opublikowanym
artykutom Kandydata (numeracja (1-4) na stronie 8 rozprawy). Ponizej oméwie zwiezle naj-
wazniejsze rezultaty tych prac.

2.1. Aukcje paleczkowe i wiekszoSciowe (rozdzial 2, praca (2)). Rozdzial traktuje
o dwoch wariantach Putkownika Blotto, w ktorych wyptata gracza przyjmuje jedynie wartosci
ze zbioru {—1,0,1} i zalezy jedynie od liczby pdl wygranych i przegranych przez niego,
oznaczanych odpowiednio przez ky, i kr. Pierwszy z wariantow to tzw. aukcja pateczkowa
(wektory wybierane przez graczy interpretuje sie jako oferty na aukcji), w ktorej wyplata

gracza to po prostu znak réznicy ky — kr. W drugim badanym wariancie, zwanym aukcjg
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wiekszosciowq, wyptata wynosi 1, gdy ky > n/2, —1, gdy k, > n/2 i 0 w pozostatych
przypadkach.

Stwierdzenie 2.5 mowi, ze znalezienie najlepszej odpowiedzi czystej na jawnie podang stra-
tegie mieszana jest w obu przypadkach NP-trudne (redukcja z problemu maksymalnego po-
krycia). Kontrastuje to wyraznie z oryginalnym wariantem gry. Nastepnie, Kandydat dowo-
dzi, ze przy obliczaniu rownowagi Nasha wystarczy ograniczy¢ si¢ do strategii symetryzowa-
nych, indeksowanych podziatami liczby zasobéw na n czesci (Stwierdzenie 2.7). Centralnym
pomystem rozdzialu jest macierz staré M;; = sign(s — sf ) dla posortowanych wektoréw.
Wyplata z pary strategii symetryzowanych to srednia po n! permutacjach, czyli po rozsta-
wieniach n nieatakujacych sie wiez na szachownicy n X n podzielonej na obszary W, T, L.
Obszary Wi L sa ,schodkowe”, a T jest suma prostokatéw. Rekurencja (2.24) odcina kolejne
prostokaty i zlicza rozstawienia o zadanych ky, i k; w czasie wielomianowym (Lemat 2.13).
Calosé dopetnia algorytm podwdjnej wyroczni (double oracle) z prosta heurystyka monoto-
nicznodci (Stwierdzenie 2.15). W eksperymentach daje to przyspieszenie o jeden do dwbch
rzedow wielkosci wzgledem liczenia pelnej macierzy wyptat.

2.2. Gry ataku i przechwytywania w sieciach (rozdzial 3, praca (1)). Niech G bedzie
grafem o n + 1 wierzchotkach z wyrdznionym wierzchotkiem 0. Poczatkowo w wierzchotku 0
znajduje sie gracz A (atakujgcy), za$ w pozostalych wierzchotkach ulokowani sa obroricy.
Kazdy wierzchotek ¢ € [n] ma przypisang pare wartosci (b;,d;) oraz funkcje kosztu ¢; :
[0,1] — R. Gracz A wybiera dowolng $ciezke prosta w grafie G o poczatku w wierzchotku
0 i koncu w dowolnie wybranym wierzchotku atakowanym t. Jezeli uda mu si¢ dotrze¢ do
tego wierzchotka otrzymuje on wyptate b,. Kazdy obronca ¢ wybiera prawdopodobienstwo
z; € [0,1] okreslajace szanse przechwycenia atakujacego gracza A w wierzcholtku i. Jezeli
obronca i przechwyci gracza A, dostaje wyptate wysokosci d; pomniejszona o koszt ¢;(x;).
Oczywiscie wybory strategii graczy ($ciezka atakujacego i prawdopodobienstwa obroncow z;)
dokonywane sg jednoczesnie i niezaleznie od siebie.

Ta wieloosobowa gra zostata wprowadzona przez Blocha, Chatterjee i Dutte w roku 2023.
Udowodnili oni istnienie i jednoznaczno$¢ réwnowagi Nasha (dla strategii mieszanych) przy
silnych zatozeniach dodatkowych (m.in. b; = d; oraz ¢;(z) = x?/2, dla wszystkich i € [n]).
Ponadto, wyznaczyli dokladnie zbior atakowanych wierzchotkéw (czyli takich, dla ktérych
prawdopodobiefistwa ataku w réwnowadze sa dodatnie) w przypadku, gdy G jest Sciezka.
Problem wyznaczenia zbioru atakowanych wierzchotkow w dowolnym grafie G' pozostawili
jednak otwarty:.

Dokonania Kandydata stanowia znaczace rozszerzenie tych wynikow. W szczegdlnosci,
(i) podaje on przyktad (Przyktad 3.2) obalajacy nieformalna teze Blocha i in. o uog6lnieniu
ich twierdzenia o jednoznacznosci, uzasadniajacy przyjete restrykcje na funkcje kosztow c;;
(ii) przy zalozeniach, ze wartosci b; sa parami rézne, a koszty ¢; scisle wypukte (z ¢;(0) = 0
i ci(1) > dj), rozwija teorig lgcznikow (wierzchotkéw nigdy nieatakowanych), redukcji sie-
ci (usunigcia wierzchotka z dodaniem krawedzi miedzy jego sasiadami) i sieci rosngcych;
(iii) dowodzi, ze w sieci rosnacej atakowany jest zawsze gérny odcinek {k,...,n} (Stwier-
dzenie 3.11). W réwnowadze z pelnym atakiem (kazdy wierzchotek grafu G jest atakowany)
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Sciezka ataku do kazdego wierzchotka jest jednoznaczna i przechodzi przez jego sasiada o naj-
mniejszym indeksie (Lemat 3.12), co oznacza, ze owe Sciezki tworza drzewo; (iv) wyprowadza
kryterium istnienia réwnowagi z pelnym atakiem i dowodzi jej jednoznacznosci (Stwierdze-
nia 3.14-3.16); (v) sklada to w Algorytm 3, dziatajacy w czasie O(n?® + @), gdzie ® to koszt
rozwigzania réwnania determinujacego wyptate atakujacego. Dla kosztéw kwadratowych daje
to ztozonosé rzedu O(n?).

Ten rozdziat uwazam za najmocniejsza czesé¢ rozprawy. Rozwiazuje on konkretny problem
otwarty z niedawnej pracy w czotowym czasopi$mie ekonomicznym ( Theoretical Economics),
i to eleganckimi $rodkami kombinatorycznymi.

2.3. Pulkownik Blotto z elastycznym rozstrzyganiem remiséw (rozdzial 4, praca
(3)). Model rozwazany w tym rozdziale pokrywa sie z klasycznym Putkownikiem Blotto z
dodatkowym warunkiem dotyczacym remisoéw. Mianowicie, wyptata kazdego gracza to liczba
podl, na ktoérych wygrywa plus liczba remiséw pomnozona przez «/2, gdzie a € [0,2] jest
ustalonym parametrem. Przypadek o = 0, D = 120, n = 6 to znana z ekonomii eksperymen-
talnej gra Arada i Rubinsteina. Niech n bedzie parzyste, a m = D/n catkowite. Wtedy kazda
strategia o jednostajnych rozkladach brzegowych na {0, ...,2m} jest strategia réwnowagi dla
kazdego a > 0 (Lemat 4.5). W szczegdlnosei gra Arada—Rubinsteina ma jawng rownowage
o wyplacie 120/41. Zbiér réwnowag jest bardzo duzy: kazda strategia czysta z s; < 2m wy-
stepuje w nosniku pewnej réwnowagi (Stwierdzenie 4.6). Strategie obsadzajace mniej niz n*
pél (gdzie n* jest jawna wielkoscia zalezna od n, D, ) nie wystepuja natomiast w zadnej roéw-
nowadze (Stwierdzenie 4.7). Dla a < 2/n zadna strategia czysta nie jest stabo zdominowana
przez inng strategie czysta (Stwierdzenie 4.9). Rozdzial zawiera tez réwnowagi o roznych wy-
ptatach, zbudowane z rozktadéw na liczbach parzystych i nieparzystych (Stwierdzenia 4.12,
4.13). Wybor réwnowag o jednostajnych brzegach uzasadnia kryterium odpornosci na zmia-
ne « (Stwierdzenie 4.14). Argumenty sa krétkie i zgrabne, a wyniki pomagaja interpretowaé
dane eksperymentalne.

2.4. Pulkownik Blotto z kosztami (rozdzial 5, praca (4)). W rozwazanym wariancie
gracze nie musza wykorzystaé¢ catego budzetu i ptaca koszty pozyskania zasobow (g7)
ich rozmieszczenia na polach (cf’). Rozdziat opiera sie na dwoch obserwacjach. Po pierwsze,
po dodaniu kazdemu graczowi kosztow przeciwnika otrzymujemy gre o sumie zerowej, strate-
gicznie rownowazna wyjsciowej (majaca ten sam zbior réwnowag Nasha) (Stwierdzenie 5.2).

oraz

Stad wynikaja wymiennos¢ i wypukto$é zbioréw réownowag. Po drugie, niewykorzystane za-
mi1)
(Stwierdzenie 5.7). Gra z kosztami staje sie wiec zwykta gra Putkownik Blotto z n + 1 pola-

soby mozna przenieé¢ na dodatkowe pole n + 1 z wyptatg —g* (D4 — sﬁﬂ) + g8 (Dp —s

mi. Program liniowy Behnezhada i in. daje wtedy algorytm wielomianowy wzgledem n i D
(Twierdzenie 5.10). Rozdzial koncza eksperymenty, poréwnanie z modelem ciaglym Roberso-
na i Kvasova oraz wynikajgca z eksperymentoéw Hipoteza 1 o liczbie zasobéw pozyskiwanych
w rownowadze przy kosztach liniowych.



3. KONKLUZJA

Rozprawa realizuje spojny program badawczy obejmujacy rozmaite modyfikacje gry Put-
kownik Blotto. Motywem wiodgcym jest wpltyw owych modyfikacji na obliczalnos¢ rownowag
Nasha. Wyniki opublikowano w dobrych miejscach: na czotowych konferencjach sztucznej
inteligencji i systemow wieloagentowych (AAAI, AAMAS), na sympozjum SAGT oraz w Jo-
urnal of Economic Behavior € Organization. Za najcenniejsze uwazam trzy wyniki. Pierwszy
to charakteryzacja réwnowag Nasha i wielomianowy algorytm dla gier ataku i przechwytywa-
nia, ktore rozwiazuja problem pozostawiony przez Blocha, Chatterjee i Dutte, wraz z kontr-
przyktadem do ich nieformalnej tezy. Drugi to metoda macierzy staré w potaczeniu z NP-
trudnoscig najlepszej odpowiedzi. Trzeci to sprowadzenie gry Putkownik Blotto z kosztami do
wariantu klasycznego. Kandydat swobodnie taczy narzedzia teorii gier, kombinatoryki, zto-
zonosci obliczeniowej i programowania liniowego, a wyniki teoretyczne uzupekia starannymi
eksperymentami.

Uwazam zatem, ze przedtozona rozprawa doktorska spetia wszelkie wymogi i wnosze o do-
puszczenie Satnistawa Kazmierowskiego do dalszych etapow postepowania w sprawie nadania
stopnia naukowego doktora w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie infor-
matyka.

Jarostaw Grytczuk



