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Omoéwienie zawarto$ci rozprawy i uwagi do uzyskanych
w niej wynikéw

Rozprawa doktorska magistra Stanistawa Cichomskiego dotyczy rozkladoéw
zgodnych, ich wlasnoéci geometrycznych oraz zwigzanych z nimi nieréwno-
$ci maksymalnych. Jak podkresla sam Autor, motywacja do podjecia badan w tej
tematyce sa liczne zastosowania rozkladéw zgodnych, m.in. w teorii prawdo-
podobienstwa, mikroekonomii czy statystyce. Wektory zgodne znajduja szczegolne
zastosowanie w modelowaniu do$wiadczeri losowych obserwowanych i ocenianych réwno-
legle z réznych perspektyw (na podstawie roznych zrédet informacji), czyli w sytuacjach,
gdy prawdopodobieristwa zajscia poszczegdlnych zdarzen losowych sg okreslane rowno-
cze$nie przez rozne strony na podstawie dostepnych im danych.

Rozprawa sktada sie z siedmiu rozdzialéw. Dodatkowo Autor wyraznie podzielil pre-
zentowane tresci na dwie czedci, z ktérych pierwsza (rozdziaty 2-4) dotyczy rozkladow
dwuwymiarowych, a druga (rozdzialy 5-7) obejmuje rezultaty uzyskane w ogolniejsze]

klasie rozktadéw wielowymiarowych.

Rozdzial 1

W rozdziale wprowadzajacym zdefiniowano kluczowe pojecia oraz przedstawiono tto hi-
storyczne badan podjetych w rozprawie. Na poczatek wprowadzono pojecie rozktadu oraz

wektora zgodnego:

Definicja (por. definicja 1.1). Miare probabilistyczng p okreslong na [0, 1]* nazywamy
zgodnag, jesli istnieja przestrzen probabilistyczna (2, F,P), zbiér A € F oraz ciag o-cial



{G:}, C F, takie ze dla pewnego n-wymiarowego wektora losowego (X1, Xa, ... i Xn)

o rozktadzie p prawie na pewno zachodza réwnosci
Xi :P(Algz)a 1€ {1,2,...,”}.

Woéweczas wektor losowy (X1, Xo, ..., X,) nazywany jest zgodnym.

Zdefiniowano réwniez funkcje P(n,d) i E(n,a), gdzie n € {2,3,...}, § € (1/2,1]
oraz a > 0, wykorzystywane do okre$lania maksymalnego rozrzutu wielowymiarowych
rozktadéw zgodnych (zob. definicja 1.2).

Autor pracy przytoczyl takze najistotniejsze twierdzenia i fakty dotyczace rozktadow
zgodnych, w tym twierdzenie o réwnowaznej definicji rozktadu zgodnego (zob. stwierdzenie
1.1), twierdzenie Dubinsa-Pitmana z 1980 roku, twierdzenie Burdzego-Pitmana z 2020
roku oraz twierdzenie Forda-Fulkersona z 1962 roku, znane z literatury naukowej. Ponadto
Autor wlozyl duzy wysitek w opisanie przykladowych zastosowarni, co pozwala
czytelnikowi lepiej zrozumieé intuicje stojace za rozkladami zgodnymi oraz
docenié ich szerokie zastosowania w praktyce.

Rozdzial wprowadzajacy dowodzi, ze Autor doskonale orientuje si¢ w lite-
raturze zaré6wno bezposrednio, jak i posrednio zwigzanej z tematem rozprawy.
Ponadto zasluguje na uznanie fakt, ze Autor w sposéb klarowny prezentuje
zwigzki miedzy podjeta tematyka badan a innymi obszarami nauki, sposréd
ktorych szczegdlnie interesujace wydaja si¢ powiazania z teoria martyngalow.

Rozdzial 2

Rozdzial drugi poswigcony jest charakterystyce punktéw ekstremalnych rodziny C dwu-
wymiarowych rozkladéw zgodnych. Najwazniejszy wynik w tej czgéci pracy to twierdzenie
2.1, ktoére moéwi, ze

lim aE(2,a) = g.

a—00
Aby je wykazaé, Autor zaproponowal zupelnie nowe, tworcze podejécie, oparte w duzej
mierze na geometrii badanych obiektéw matematycznych. Doceniam dbalo$¢ Autora
rozprawy o klarownos$é prezentowanych tresci oraz staranne ich zaprezentowa-
nie czytelnikowi. Dzieki precyzyjnym opisom, dokladnym obliczeniom, rysun-
kom pomocniczym, a takze odpowiednio dobranym przykladom, mozliwe jest
sledzenie toku rozumowania i weryfikowanie dowodéw twierdzen, ktére czesto
wymagaja technicznej bieglosci (zob. np. dowod twierdzenia 2.3 oraz dowody stwier-
dzeni 2.4-2.8, w ktorych zastosowano technike kolejnych przeksztatcen i redukcji). Dowo-
dzac twierdzenia 2.1, Autor wykazal szereg wynikéw pomocniczych, ktére same w sobie
stanowia interesujace rezultaty (zob. np. twierdzenie 2.2 o jedynej reprezentacji (u,v) € R

dwuwymiarowego rozkladu zgodnego m = p + v, badz twierdzenie 2.3, charakteryzujace



no$nik ekstremalnego rozktadu zgodnego).

Pod koniec rozdziatu Autor zaprezentowal kilka uwag dotyczacych ewentualnego uog6l-
nienia otrzymanych wynikéw. Stanowia one gleboka refleksje nad uzytecznoscia
wprowadzonej metody oraz jej potencjalnymi zastosowaniami w szerszym kon-

tekscie, a tym samym $wiadcza o dojrzalosci matematycznej Autora rozprawy.

Rozdzial 3

Kolejny rozdzial stanowi naturalng kontynuacj¢ i rozwiniecie poprzedniego, poniewaz
w tworczy sposob odwotuje si¢ do twierdzenia 2.1 oraz uzyskanej charakterystyki zbioru
ext(C) punktéw ekstremalnych rodziny dwuwymiarowych rozktadéow zgodnych. Autor
konstruuje rozktad ekstremalny o nieprzeliczalnym nosniku i bez atoméw (zob. twier-
dzenie 3.1). Co ciekawe, w tym celu odwoluje si¢ do pewnych technik i idei
zaczerpnietych z teorii uktadéw dynamicznych. Dowody zaprezentowane w tej

czesci pracy uwazam za pomyslowe i oryginalne.

Rozdzial 4

W rozdziale czwartym Autor wykazal hipotez¢ Burdzego-Pitmana o maksymalnym roz-
rzucie rozkladéw zgodnych i niezaleznych (zob. twierdzenie 4.1). Kluczowy pomyst do-
wodu polegal na dostrzezeniu podobieristw miedzy analiza dwuwymiarowych
rozkladoéw zgodnych a teorig ciggoéw stopni grafow dwudzielnych. Najpierw wy-
kazane zostalo twierdzenie 4.2 (a wlasciwie jego uproszczona wersja — twierdzenie 4.3),
stanowigce pewien odpowiednik docelowego twierdzenia, zapisany w jezyku teorii grafow.
W dowodzie Autor wykorzystal znany wynik Erddsa i wspotautorow, tzw. twierdzenie
o rozproszeniu (ang. spread bounding theorem). Nastepnie zaprezentowany zostat zaawan-
sowany technicznie dowod twierdzenia 4.1. Wszystkie dowody przedstawione

w tym rozdziale majg kombinatoryczny charakter.

Rozdzial 5

W rozdziale piatym Autor rozprawy przechodzi do rozwigzywania probleméw zwigzanych
z maksymalnym rozrzutem wielowymiarowych rozkltadéw zgodnych. Gléwne twierdzenie

w tej czesci pracy, tj. twierdzenie 5.1, méwi, ze

{

% dlan =2,

2—+2 dlan=3,
E(n,1) = ¢ 2

%—2\/5 dlan =4,

\Z—j, dlan > 5.



Wykazanie powyzszego wymagalo od Autora wprowadzenia oryginalnej proce-
dury symetryzacji oraz zauwazenia jej istotnych wlasnosci (rozdziat 5.1). W roz-
dziale 5.2 opisano kolejne przeksztalcenia i redukcje (stwierdzenia 5.1-5.5), majace na
celu uproszczenie rozumowania w dowodzie twierdzenia 5.1. Niektére z nich sa wyjatkowo
pomystowe, jak np. stwierdzenie 5.4.

Rozdzial 5.3 z kolei zawiera liczne kombinatoryczne optymalizacje. Autor wyraznie
wykorzystuje geometrie badanych obiektéw. Dowody sa pomystowe, cho¢ mo-
mentami dos$é skomplikowane. Bez zalaczonych rysunkéw bylyby trudne do
sledzenia, dlatego tym bardziej doceniam dbalo§é Autora o czytelnika. Bra-
kuje mi jedynie bardziej obszernego komentarza wyjasniajacego, dlaczego bez
straty ogélnosci mozemy w dowodzie wybra¢ przestrzen probabilistyczng bez
atomoéw oraz dlaczego taki wybér jest istotny z perspektywy dalszej analizy.

Rozdziatl koriczy sie ciekawym dowodem twierdzenia 5.1.

Rozdzial 6

Rozdzial szésty opisuje kolejne zastosowanie wprowadzonej wczesniej techniki symetryza-
cji. Dzieki niej Autor jest w stanie uogélni¢ dwuwymiarowg nieréwno$¢ Burdzego-Pala,
a tym samym podaé jej alternatywne uzasadnienie. Jest to o tyle istotne, ze orygi-
nalny dowéd byt niezwykle skomplikowany — i nie jest to jedynie subiektywna
opinia Autora rozprawy, lecz takze komentarz jednego ze wspoétautoréow tegoz

dowodu. Ostatecznie wykazano nastepujaca réwnosé (por. twierdzenie 6.2):

i n(l —9)

P(n,0) 5 3

Al dla §€(1/2,1] oraz n>2.

Kluczows role w dowodzie tego wyniku odegral lemat 6.1, ktory zostal wykazany dzieki
odwotaniu do ukierunkowanej struktury drzewa (terminologia z teorii graféw)
— zob. rozdzialy 6.2.116.2.2 — oraz do pewnych idei pochodzacych z programowa-

nia dynamicznego — zob. rozdziat 6.2.3.

Rozdziat 7

W ostatnim rozdziale Autor rozprawy prezentuje nowg wersje nieréwnosci maksymalnej
Dooba dla pewnych drzwiastych filtracji. Rozpoczyna od oméwienia zwigzkéw pomiedzy
rozkladami zgodnymi a klasyczng teorig martyngaléw, co po raz kolejny §wiadczy o Jego
szerokich horyzontach naukowych i duzej dojrzatosci matematycznej.

Dowody gléwnych twierdzen w tej sekcji, a wiec twierdzen 7.2 i 7.4, bazuja na wy-
korzystaniu pewnych wtasnosci operatora maksymalnego Hardy’ego-Littlewooda. Sg one

pomystowe i wysoce nietrywialne.



Ocena merytoryczna pracy

Recenzowana rozprawa dotyczy zagadnien zywo interesujacych szeroki krag
matematykow (o czym $wiadczy bogata bibliografia, a takze opublikowanie przez magi-
stra Stanistawa Cichomskiego az sze$ciu artykuléw zwigzanych z tematem rozprawy w re-
nomowanych czasopismach naukowych — dotychczasowa niewielka liczba cytowan tychze
artykuléw wynika jedynie ze $wiezosci wynikéw). Przynosi wyniki istotnie wzbo-
gacajace tematyke rozkladéw zgodnych oraz zwigzanych z nimi nieréwnosci
maksymalnych.

Praca doktorska magistra Stanistawa Cichomskiego stanowi oryginalne roz-
wigzanie waznego problemu naukowego. Autor odpowiednio dobral metody
i narzedzia badawcze. Widaé¢ wyraznie, ze potrafi On prowadzi¢ badania na-
ukowe na wysokim poziomie, w szczegdlnosci radzi sobie z nielatwymi i no-
woczesnymi technikami. Magister Stanistaw Cichomski wykazal si¢ szeroka
wiedzg teoretyczna w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, a dyscyplinie
matematyka (w zakresie rachunku prawdopodobienstwa, w tym teorii rozkltadéw zgod-
nych, teorii martyngaléw, a takze w teorii graféw, kombinatorycznej teorii macierzy czy
programowania dynamicznego). Jego rozprawa doktorska jest ambitna i zostala
gleboko przemyslana. Przebijaja z niej dojrzatosé¢ i pasja, polaczone z umie-

jetnoscia laczenia wiedzy z réznych obszaré6w matematyki.

Ocena jezyka pracy i sposobu prezentacji wynikéw

Recenzowana rozprawa zostala napisana w jezyku angielskim, z duza dbatoscia
o jezyk, styl oraz ogblng klarownos¢ i elegancje wypowiedzi. Jej Autor trafnie
dobratl literature przedmiotu i odwolatl sie do niemal wszystkich pozycji umieszczo-
nych w bibliografii. Rozprawa zawiera liczne intuicyjne opisy oraz przyktady zwigzane
z przedstawiang teorig, co jest niewatpliwie rzadkie i trudne, a $wiadczy o doglebnym
zrozumieniu przez magistra Stanistawa Cichomskiego prezentowanej teorii. Dodatkowo,
umieszczone przez Autora pracy ilustracje czynia rozprawe bardziej czytelng i zrozumiala.

W ponad stustronicowej pracy z trudnoscia wypatrzylam jedynie kilka

drobnych niedociggnieé¢ redakcyjnych, ktére wymieniam ponizej:

e str. 40, linijka 15. od dotu: powinno byé¢ “|...] will satisfy requirements from 1. to
4. in the definition of 8" zamiast “[...] will satisfy requirements from 1. to i. in the
definition of 8"

e str. 69, linijki 7. i 8. od dotu: wyrazenie ]P’(ﬂ?zl{)?i = z;} N A) powinno byé wyeks-

ponowane jako cze$é¢ tekstu matematycznego, a wielokropki powinny by¢ usuniete;



e str. 70, w dowodzie stwierdzenia 5.1 najprawdopodobniej wykorzystano skrét my-
slowy (obecne stwierdzenie sugeruje, ze z nieréwnosci trojkata wynika postulowana

w stwierdzeniu 5.1 réwnosé, co moze by¢ niejasne);
e str. 70, linijka 6. od dolu: zamiast “ever” powinno by¢ “every”;

e str. 76, ilustracja 3: nalezy wyjasni¢, dlaczego odcinek tuz nad poziomem 1 /2 na

schemacie po prawej stronie jest krotszy niz na schemacie po lewej stronie;

e str. 78, linijka 2. od géry: zamiast “[...] Proposition 5.7).” powinno by¢ “[...] in Pro-

position 5.7).”

e str. 79, linijka 12. od géry: zamiast “|...| we will remove A, and thus |[...]” powinno

by¢ “[...] we will remove A, and As, and thus [...]"

e str. 87, poczatek dowodu twierdzenia 6.2: jesli dobrze rozumiem, odwotanie w tym

miejscu powinno by¢ do wniosku 6.1, a nie do lematu 5.3;

e str. 89, linijka 12. od dotu: zamiast podwdjnej sumy U;_:ll \J V» powinna wystgpic

pojedyncza suma | J'_} Va;

n=

e str. 91, stwierdzenie 6.4, oraz str. 92, linijki 9. i 10. od dotu: nalezy wyjasni¢, co

oznacza zapis |J V(1) (po czym dokladnie jest sumowanie?).

Podsumowanie i wniosek konicowy

Nie ma watpliwosci, ze rozprawa doktorska magistra Stanistawa Cichomskiego pt. Combi-
natorial methods in the analysis of coherent distributions and related inequalities spelnia,
z naddatkiem, wszystkie wymagania formalne i zwyczajowe stawiane pracom
doktorskim w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie mate-
matyka. W szczeg6lnosci odpowiada warunkom okreslonym w ustawie z dnia
20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2024
r. poz. 1571 z p6zn. zm.). Wnioskuje¢ o dopuszczenie magistra Stanistawa
Cichomskiego do dalszych etapow postepowania w sprawie nadania stopnia
doktora w dziedzinie nauk $cislych i przyrodniczych, w dyscyplinie matema-
tyka, a takze sugeruje wyroznienie omawianej rozprawy doktorskie;j.

Hanna Wojewddka-Scigzko
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