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Recenzja pracy doktorskiej
Algebraic and homological properties of strict polynomial functors

napisanej przez mgra Patryka Jasniewskiego

Uwagi ogdlne Rozprawa "Algebraic and homological properties of strict polynomial functors”
napisana przez mgra Patryka Jasniewskiego dotyczy homologicznych whasnoséci kategorii funktoréw
scigle wielomianowych P, gdzie d < 2p oraz p jest charakterystyka ciata bazowego. Kategoria ta zo-
stata wprowadzona w pracy: E. M. Friedlander, A. Suslin, Cohomology of finite group schemes over
a field, Inventiones Mathematicae 127 (1997), 209-270, a nastepnie systematycznie badana w pracy:
V. Franjou, E. Friedlander, A. Scorichenko, A. Suslin, General Linear and Functor Cohomology over
Finite Fields, Ann. of Math. 150 (2) (1999), 663-728. Kategoria ta jest réwnowazna z kategorig
skoficzenie wymiarowych, lewych moduléw nad algebra Schura S(n,d) gdzie n > d. Prowadzi do
écistego zwigzku tej kategorii z kategoria wielomianowych reprezentacjii liniowej grupy algebraicz-
nej GL,. Znaczenie kategorii funktoréw Scisle wielomianowych polega migdzy innymi na tym, ze
obliczenia homologiczne sa tam tatwiejesze do przeprowadzenia niz w kategorii GL,-modut6w.

Praca zostala napisana w Uniwersytecie Warszawskim, pod opieka promotora dr. hab. prof. UW
Marcina Chatupnika. Zawiera 63 strony i podzielona zostata na 4 rozdziaty. Tematyka rozprawy
jest naturalna kontynuacja zainteresowah naukowych promotora, ktéry jest wybitnym specjalista
w zakresie algebry homologicznej grup liniowych oraz, co si¢ z tym wiaze algebry homologiczne
funktoréw. Ta trudna dziedzina reprezentowana jest réwniez w Warszawie przez prof. Stanistawa
Betleya, ktérego prace sa bardzo wysoko cenione przez wielu matematykéw. Temat rozprawy i
uzyskane wyniki s3 bardzo interesujace. Praca napisana zostata w jezyku angielskim co jest dobrym
" wyborem ze wzgledu na potencjalny krag czytelnikéw.

Pan mgr Patryk Jasniewski opublikowat nastepujace prace matematyczne:
(1) M. Chatupnik, P. Jasniewski, On strict polynomial functors with bounded domain, Homol.
Homotopy Appl. (1) 26 (2024), 87-104,

(2) P. Jasniewski, On homological properties of strict polynomiaf functors of degree p, . Algebra
618 (2023), 141-164.

Uwagi szczegblowe

Rozdziat 1. stanowi wprowadzenie w tematyke rozprawy. Podane s3 podstawowe definicje i wyniki
pozwalajace czytelnikowi zorientowaé sie w kontekscie wynikéw uzyskanych przez doktoranta. W
szczegdlnosci wprowadzona zostata definicja kategorii Py i oméwione zostaly podstawowe wiasno-



Nastepnie autor podaje definicje highest weight category z fundamentalne] pracy :E. Cline'a, B.
Parshalla, L. Scotta, Finite dimensional algebras and highest weight categories, J. Reine Angew.
Math. 391 (1988). Opisuje gtéwne wyniki tej pracy dotyczace prostych obiektéw, powlok iniektyw-
nych czy wtasnosci funktora Ext*(A, B), n > 0 gdzie A i B s3 badz obiektami ko-standartowymi
V.. badZ obiektami prostymi F, odpowiadajacymi A, i € P, gdzie P jest czeéciowo uprzadkowanym
zbiorem wystepujacym w definicji tego typu kategorii. Nastepnie autor omawia kombinatoryke doty-
czaca diagraméw Younga, oraz kompleksy Koszula i de Rhama, prawo Littlewooda-Richardsona oraz
formuty rozktadu i eksponencjalne. W ostatnim punkcie rozdziatu 1 oméwiona zostata struktura
blokowa kategorii Py. Rozdzial 1 zawiera tylko te pojecia, ktére s3 uzywane w dalszym ciagu pracy.
Napisany jest jasno, a cytowania doktadne.

Rozdzial 2. poswiecony jest badaniu bloku Pg z punktu widzenia algebry homologicznej. Okazuje
si¢, ze dla d < p kategoria Py jest réwnowazna kategorii lewych modutéw nad algebra grupowa
grupy symetrycznej . Ta ostatnia kategoria jest pétprosta zatem Ext™(F,G) = 0 dla n > 0.
Zatem pierwszym nietrywiainym przypadkiem jest d = p. Autor wylicza powtoki iniektywne oraz
pokrycia projektywne dla funktoréw prostych w tej kategorii 733?, (Proposition 2.1.1).Pozwala to na
wyznaczenie macierzy rozkfadu D € M,,,(Z) dla kategorii 73}?, { Corollary 2.1.2). Nastepnym
rezultatem otrzymanym jako wniosek z Proposition 2.1.2 jest alternatywny dowdd nastepujacego
eleganckiego rezultatu C. Xi:

Whiosek 1. Niech ¢} bedzie kotczanem

g [ tp—2 Vp-1
i e e —
1 2 .73 . p—1 P
[ SN ~— - P
twg wi Wp—2 Wy—1

1 niech I C k() bedzie ideatem algebry drég kolczanu Q) generowanym przez
UVilipl,  WikiWi,  Up1Wisy — Wiy, Ugtlg, 0<i<p-3.
Wiedy istnieje réwnowaznoéé kategorii
PY ~ (kQ/I}-mod.

Autor wprowadza réwniez rezolwenty minimalne funktoréw Schura, Sg one istotne gdyz stuzg one
do wyznaczania grup Ext pomiedzy funktorami wystepujacymi w teorii reprezentacji. W sekeji 2.2
obliczane s grupy Ext*(G:, Ga), gdzie G; dla ¢ € {1,2} jest funktorem prostym, Schura lub Weyla.
Gtéwnymi wynikami s3 Proposition 2.2.1, Corollary 2.2.4 oraz Proposition 2.2.6. Przyktadowo dla
funktoréw Schura (Proposition 2.2.6) autor otrzymuje nastepujacy wynik:

Proposition 1. Jeieli0 <m,n<p-1, to

k, jezeli zachodzi jeden z warunkgw:
EXt9( S, S = m=mn oraz g = 0,
_ e m<norazg<{n—-—m—1,n—m},

0, w pozostalych przypadkach.

Whioskiem z Proposition 2.2.1 jest nastepujacy wniosek {Corollary 2.2.3))

Whiosek 2. Kategoria P, posiada teorie Kazhdana-Lusztiga wzgledem funkcji | zadanes
WIOTAMA!

(E+ 1,175 1) =4
and
(A)=0

dla diagramu Younga A ktdry nie jest hakiem.



Teoria Kazhdana-Lusztiga w kategorii o najwyzszych wagach ("highest weight"} moze by¢
uwazana za uogdlnienie jedne] z hipotez Lusztiga. Biorac pod uwagg réwnowaznost: Py ~
GLP?4.mod  dlan > d, z tego wniosku wynika, ze wariant hipotezy Lusztiga zachodzi dla wie-
lomianowych reprezentacji grupy GL, stopnia p, dla n > p.

Nastepnie autor bada algebry Yonedy Ext*(S,S) oraz Ext*(F, F'), gdzie S (odpowiednio ')
jest suma prosta funktoréw Schura (odpowiednio prostych) nalezacych do bloku P?. Otrzymuje inte-
resujace twierdzenia opisujace jawnie strukture tych algebr, W przypadku algebry Yonedy funktoréw
Schura , autor dowodzi, ze jest ona izomorficzna z rozszerzeniem o zerowym kwadracie, algebry
gérnotréjkatnych macierzy typu p x p nad k przez jej bimodul $cisle gérnotréjkatnych macierzy typu
p X pnad k.

Autor pokazuje, ze algebry endomorfizméw stosowane przy obliczaniu tych algebry Yonedy sa
formalne. Whioskiem z tego s3 réwnowaznosci kategorii triangulowanych

D'P? ~ DY (Ext*(S, 5)) = D*(Ext*(F, F)),

Twierdzenie 2.4.1, pokazuje réwnowazno$¢ kategorii abelowych pomigdzy P, a blokiem kategorii
P; o p-wadze 1, tzn. odpowiadajacym diagramowi Younga, ktérego p-rdze otrzymuje sie w jednym
kroku. Twierdzenie 2.4.1 umozliwia uogélnienie wynikéw Rozdziatu 2 na przypadek p < d < 2p,
. poniewaz dla takich d wszystkie bloki kategorii P; maja p-wage co najwyzej 1.

Rozdzial 8. Zdaniem recenzenta jest to najciekawszy, a jednoczesnie najbardziej technicznie za-
awansowany rozdziat rozprawy. Poswiecony jest obliczeniu grup Ext pomigdzy funktorami Schura w
kategorii P,. Wyraznie staje si¢ widoczne (Twierdzenia 3.2.4, 3.3.4 oraz 3.4.2 ), Ze algebra homolo-
giczna kategorii Py, jest i bardziej skomplikowana niz algebra homologiczna kategorii P dla d < 2p.
Autor opisuje nowe zjawisko znikania grup Ext pomiedzy funktorami Schura odpowiadajacymi pew-
nym hakowym diagramom Younga, (Twierdzenie 3.2.4). Wystepuja przypadki, w ktérych grupy Ext
pomiedzy funktorami Schura sa czterowymiarowe, co nie wystepuje w kategorii P, ktérej struktura
jest prostsza., Otrzymanie tych grup wymaga zastosowania metod zasadniczo odmiennych od tych,
ktére s3 wykorzystywane w przypadku d = p. W obliczeniach wykorzystano wyniki z rozdziat u 2
oraz formule rozktadu bifunktora Sy(— & —)

Rozdziat 4. W ostatnim rozdziale wprowadzono kategorie Py, Scistych funktoréw wielomianowych
stopnia d o ograniczonej dziedzinie, otrzymang przez ograniczenie dziedziny Scistych funktoréw wie-
lomianowych stopnia d do przestrzeni wektorowych o wymiarze co najwyzej n. Nastgpnie oméwiono
podstawowe wlasnoéci tej kategorii oraz jej zwiazki z algebra Schura S(n,d) ( Proposition 4.1.1
oraz Twierdzenie 4.1.2). W szczegéinosci kategoria Py, moze byt wykorzystywana do badania
wielomianowych reprezentacji grupy GL, stopnia d w przypadku n < d.
. Ustanowiono réwniez diagram recolfement taczacy kategorie Py, oraz Py, umozliwiajacy analizg
kategorii P, przy uzyciu narzedzi wypracowanych dla kategorii Py (por. Twierdzenie 414} W
Sekcji 4.2 zbadano algebre homologiczng kategorii Py, dla n < p, korzystajac z formalizmu re-
collement oraz wynikéw pierwszej czeéci rozprawy i adaptujac konstrukcje znane z kategorii P, do
nowego kontekstu.

Wykazano zaréwno istnienie istotnych podobiefistw do przypadku kategorii P, takich jak obec-
no$€ teorii Kazhdana—Lusztiga ( Twierdzenia 4.2.1 i 4.2.2), jak i istotne réznice. W szczegdlnosci
pojawiaja sie obliczenia, ktére nie stanowia jedynie przeniesienia wynikéw znanych z kategorii P, (
Twierdzenie 4.2.3).

Rozdziat zamyka analiza funktora pochodnego klasycznego funktora Schura

Hom(I%P, —): P, -+ k{X,],

gdzie k[¥,] oznacza algebre grupowa grupy symetrycznej ¥, (por. Twierdzenie 4.2.5 oraz Whio-
sek 4.2.6). We Whniosku 4.2.7 uzyskano zaskakujacy, Scisty zwiazek pomiedzy kategorig Ppp1 a
kategoria modutéw nad algebra k[¥,] na poziomie K-teorii.



Podsumowanie. Kandydat wykazat sie duza znajomoscia zaawansowanych pojeé¢ z wielu nowo-
czesnych teorii matematycznych takich jak teoria kategorii, algebra homologiczna czy teoria repre-
zentacji. Wykazuje duza biegtos¢ w operowaniu tymi pojeciami. Rozprawa napisana jest w sposéb
jasny a cytowania sa dokfadne. Uzyskane wyniki sa nowe i z pewnoscig interesujace nie tylko dla
matematykdéw zajmujacych sie algebra homologiczna.

Wniosek. Przedstawiona rozprawa spetnia wymogi stawiane pracom doktorskim przez art. 187
ust. 1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. "Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce” (Dz. U. z 2023 r.
poz. 742 ze zm.). Wnosze zatem o dopuszczenie mgra Patryka Jasniewskiego do dalszych procedur
zwigzanych z uzyskaniem stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.
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