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Recenzja pracy doktorskiej
»Applications of various compactness methods in the context of compressible
fluids mechanics”
autorstwa pani magister Maji Szlenk

Wstep

Pani magister Maja Szlenk w przedstawionej pracy doktorskiej skupia si¢ na analizie kilku ukladéw réwnan
rézniczkowych czastkowych. W szczegolnosci przedstawia ona rézne metody zwartosciowe i ich zastosowanie do
konstrukcji dowod6w istnienia stabych rozwigzan opisujacych lepkie plyny $cigliwe. Zasadnicza czg$é rozprawy
dotyczy trzech zagadnieri: istnienia i jednoznacznosci stabych rozwigzan dla écisliwego réwnania Stokesa, istnie-
nia rozwigzan dla szczegolnego przypadku scisliwego przeptywu plynu nienewtonowskiego, istnienia rozwigzas
dla Scisliwego, bezci$nieniowego réwnania Naviera—Stokesa z nielokalnym czlonem interakcji i lepkoécig zalezna,
od gestosci.

Praca oparta jest na dwoch opublikowanych pracach oraz na nieopublikowanym rezultacie. Pierwsza cze§é
rozprawy (Rozdzial 2) bazuje na samodzielnej pracy Maji Szlenk: Weak solutions for the Stokes system for
compressible fluids with general pressure, Journal of Differential Equations 312 (2022), pp. 317-346. Druga czesé
pracy (Rozdzial 3) na jej wspolnej publikacji z Milanem Pokornym: Weak solutions for the Stokes system for
compressible non-Newtonian fluids with unbounded divergence. Mathematical Methods in the Applied Sciences
46.8 (2023), pp. 9736-9750. Trzecia czesé, najdtuzsza, nie jest opublikowana w czasopiémie matematycznym,
ale mozna, jg obecnie odnalez¢ jako publikacje w serwisie arxiv.org jako wspélng, prace z promotorami P. Mucha
i E. Zatorsks: Construction of weak solutions to a pressureless viscous model driven by nonlocal attraction-
repulsion (luty 2024).

Rozprawa zajmuje 116 stron, sklada sie z czterech rozdzialéw: wprowadzenia, trzech rozdzialéw zasadniczych
zawierajacych poszczegdlne rezultaty i ich dowody; dodatku uzupelniajacego material oraz bibliografii.

Omoéwienie pracy

Pierwszy rozdzial to wprowadzenie. Opisuje on motywacje oraz zawarto§é rozprawy. Zawiera sformutowanie
problemoéw, dosé szczegdlowo, acz zwiezle przedstawia problemy i metodologie postepowania w ich rozwigza-
niu. Autorka rozprawy odnosi si¢ do literatury, podaje doéé szeroki przeglad wiedzy w dziedzinie, co pozwala
poréwnaé przedstawione rezultaty do dostepnych w literaturze. W tej czesci doceniam to, ze w jasny sposob
przedstawione sg zasadnicze elementy metodologii dostepne w literaturze oraz naswietlona zostala subtelnosé
réznic, ktoéra jest kluczowa dla analizy matematycznej. Uwypukla to nowatorskie elementy pracy, ktérej esencja,
jest przedstawienie réznorodnych metod dla wykazania istnienia stabych rozwigzan dla réwnan wywodzacych
sie z modelowania plynéw $cisliwych. W zwiezly sposéb przedstawione sg rezultaty i gtéwne kroki dowodowe.
Ta czesé rozprawy przedstawia najbardziej istotne elementy wykorzystanej metodologii i w gtadki spos6b wpro-
wadza czytelnika do dalszych czesci pracy. .

Drugi rozdzial dotyczy $cisliwego uktadu Stokesa w formie:

O + div(pu) = 0,

1
—pAu — (p+ A)Vdivu + Vp(p) =0, )

gdzie p i u to odpowiednio gestosc i wektor predkoscei. Uktad jest uproszczony: w réwnaniu momentu opuszczono
czlon odnoszacy sig do pochodnej materialowej, co odpowiada modelom w rezimie malej liczby Reynoldsa. Uktad
jest rozpatrywany na torusie. Funkcja ci$nienia p(p) jest zadana do$é ogélnie i pokrywa szeroks klase relacji,
niewymagana jest monotoniczno$é, a funkcja moze opadaé¢ do zera dla dowolnie duzych argumentéw.

Metodyka wykorzystana przez autorke pozwala na wykazanie istnienia rozwiazania, ale przede wszystkim
(co jest nowe) udowodnione zostaja oszacowania L™ na gesto$¢ oraz jednoznaczno$é rozwigzan.



Glownym narzedziem jest przepisanie uktadu we wspétrzednych Lagrange’a, co pozwala przedstawi¢ pier-
wotny system jako uktad réwnan zwyczajnych na gestosé i dywergencje predkosci. Kluczowym dla wykazania
jednoznacznosci jest zaobserwowanie, ze Vu jest w przestrzeni BMO oraz wykorzystanie nieréwnosci logaryt-
micznej danej przez Lamma B.6 (poprawionej w stosunku do tej danej przez Muche i Rusina w 2008) oraz
lematu Osgooda.

Zaprezentowany jest réwniez dowod istnienia rozwigzan, alternatywny do tego pokazanego przez Lionsa,
oparty o rezultaty Crippy i De Lellisa o stabilnosci regularnych przeptywow Lagrangea w L.

Caly rezultat sformutowany jest w Twierdzeniu 2.1, problem postawiony jest w Rozdziale 2.1. Rozdzial 2.2
zawiera wyprowadzenie oszacowan a’priori, oszacowan L°° dla gestosci. Rozdzial 2.3 to dow6d jednoznacznosci
rozwiazan, natomiast Rozdzial 2.4 to dowod istnienia stabych rozwiazan.

W trzecim rozdziale znajduje sie drugi gtéwny rezultat pracy, ktéry powstal we wspéipracy z Milanem
Pokornym. Przedmiotem badati ponownie jest istnienie stabych rozwiazan dla przeplywu Scisliwego opisanego
uktadem Stokesa, ale tym razem dla plynéw nienewtonowskich - lepkosé nie jest stala i zalezy od gradientu
predkosci w nieliniowy sposéb. Rozwazany uktad réwnani wyglada nastepujgco:

B0 + div(pu) =0,

—divS(Vu) + Vp(e) = 0, @

gdzie tensor naprezeii dany jest przez
S(Vu) = (po(|Dul) + 2p1)Du + (A(|div u|div w)L,

a wspolczynniki lepkosci spetniaja: py > 0,

0< o() AE) <

oraz pewne warunki na monotoniczno$¢. Zauwazmy, ze parametr y; odpowiada liniowemu komponentowi w
tensorze naprezeni, wspotczynniki po, A maleja odpowiednio ze wzrostem |Du| i |divu|. Cisnienie ma typowa
forme p(0) = 07, v > 1.

Glowne twierdzenie rozdziatu (Twierdzenie 3.2) mowi o istnieniu stabych rozwigzar dla rozwazanego ukladu
(2) takich, ze Vu € L%((0,T) x T%), g € L>(0,T; L”) oraz ze divu i o maja ograniczong norme w L (0,T; LP)
przez stals zalezng od p i T, stala ta wybucha, gdy T lub p daza do nieskoriczonosci.

By osiggnaé rezultat autorzy isnpiruja sie rezultatem Feireisla, Liao, Mélka, jednak opuszczajg zalozenie
ograniczonosci div u. Wykorzystuja tu specyficzng forme tenora naprezen i jak wezesniej pracujg z przestrzeniami
BMO, a teoria Calder6na—Zygmunda pozwala im uzyskaé, ze

pidivu — p(g) € L*°(0,T; BMO). (3)

Kluczowe jest jednak to, ze powyzsze oszacowanie nie jest osiggniete dla sktadowych powyzszego wyrazenia z
osobna. Funkcja g i p1div u sa szacowane jedynie w przestrzeniach L? z p < co. Powyzszy fakt wystarcza jednak,
by zastosowaé¢ metody jak w pracy Feireisla, Liao, Malka z 2015 roku réwniez przy braku ograniczonosci na
dywergencje u. Pomyst polega na poréwnaniu dwéch réznych energii.

W Rozdziale 3.1 znajdziemy wprowadzenie do problemu i jego sformulowanie. W Rozdziale 3.2 znajdziemy
wyprowadzenie oszacowania (3). Rozdziat 3.3 to konstrukcja rozwigzan aproksymacyjnych: do réwnania cigglosci
dodane jest dodatkowe ttumienia (podnosi calkowalnos¢ gestoscei) i czton lepkosciowy (podnosi regularnosé ge-
stosci), a do réwnania momentu czlon podnoszacy regularnosé pola predkosci. Istnienie rozwigzania dla uktadu
aproksymacyjnego wykazane jest z pomoca twierdzenia Schaudera o punkcie staltym. Rozdzial 3.4 to dowod
zbieznoéci ciggdw aproksymacyjnych do slabego rozwigzania problemu (2), czyli serce dowodu, gdzie wykorzy-
stane jest oszacowanie (3), nieréwnos¢ logarytmiczna oraz ze staba granica ciaggu 0] jest niemniejsza niz o7 oraz
otrzymana silna zbieznos¢ w L? gradientéw predkosci.

Rozdzial czwarty jest najdluzszy i najbardziej techniczny. Rozwazany uklad réwnaf to wersja Naviera—
Stokesa. Tym razem obecny jest czton konwekcyjny oraz uwzgledniono czton nielokalnej interakcji, atrakcji-
repulsji, ktéry zastepuje standardows funkcje ci$nienia. Rozwazany w przestrzeni R3 system to

8:0 + div(pu) =0,

0 (ou) + div (ou ® u) — div (¢Du) + oV(K * ¢) = 0, @)

gdzie dla jadra K zatozono, ze

_a  apn
K@) =+ 5l a€0.2).



Uklad ten jest motywowany modelami ruchu kolektywnego. Czlon osobliwy odpowiada za przeciwdzialanie
kolizji obiektoéw lub czasteczek, czlon kwadratowy — kontroluje ich rozpraszanie w przestrzeni. Podobny uktad
(na torusie) z punktowym ciénieniem " oraz kwestia istnienia rozwigzan rozwazana byla przez Vasseura i
You. Tu mamy do czynienia z ukladem w calej przestrzeni oraz z nielokalng, formg ,ci§nienia”. Zatem w tym
rezultacie metodologia musiata zosta¢ odpowiednio zmodyfikowana dla ukladu z nielokalnym cztonem. Istotne
Jest réwniez, Ze uktad jest zdegenerowany — lepkos¢ znika, gdy ¢ = 0, tym samym tracimy informacje o gradiencie
pola predkosci. Ta informacja jest skompensowana oszacowaniami typu Brescha i Desjardinsa. Zdefiniowano
odpowiednie obciecie dla obszaru periodycznego co pozwolito skonstruowaé aproksymacje rozwigzania. Nowym
elementem jest tez odnalezienie sposobu odzyskania oszacowania typu Melleta—Vasseura. Zauwazono miedzy
innymi, Ze pomocne jest zastosowanie nier6wnosci Younga.

W Rozdziale 4.1 znajdziemy oméwienie problemu, metodologi, kontekstu w dostepnej literaturze oraz sfor-
mulowanie gtéwnego rezultatu tej czesci pracy - Twierdzenia 4.3, méwigcego o istnieniu stabego, globalnego w
czasie rozwigzania uktadu (4) spelniajgcego oszacowania energetyczne, oszacowanie Brescha-Desjardins’a oraz
oszacownie Melleta-Vasseura. Zanajdziemy tu tez sformulowanie problemu aproksymacyjnego i wyjasnienie
kolejnych wielu etapéw aproksymacji. Juz tu widoczny jest poziom technicznego zaawansowania. Elementéw
aproksymujacych jest wiele, jednak kazdy ma tu swoje uzasadnienie i role, s3 one w tym rozdziale metodycznie
wyjasnione: dodanie lepkosci w réwnaniu cigglosci zwigksza regularnoéé o, dodanie odpowiednich czlonéw do
rownania momentu zapewniajacych dodatnio$¢ gestosci oraz regularno$é gradientu logarytmu gestosci (potrzeb-
nych do oszacowani BD), dodano réwniez czlony poprawiajacych catkowalnosé u. Przeformutowano problem na
(rosnacy) torus, wprowadzenie funkcji obcinajacej gestosé blisko zera i nieskoriczonogci.

W Rozdziale 4.2 przedstawione sg lematy pomocnicze wykorzystywanie kilkukrotnie w pézniejszych podroz-
dzialach.

W Rozdziale 4.3 przedstawiony jest podstawowy poziom aproksymacji i szkic dowodu istnienia rozwiazania
aproksymacyjnego metoda, Galerkina, oszacowania energetyczne, oszacowanie Brescha-Desjardins’a na, przejscie
do granicy z parametrami w czlonach regularyzujacych gestosé.

W Rozdziale 4.4 uzyskane sg oszacowanie Melleta—Vasseura dla posredniej aproksymacji, przedstawiona
odpowiednia aproksymacja danych poczatkowych i dobér funkcji testujacej, ktére zapewniaja odpowiednie
obcigcia dla funkcji gestosci. Nastepnie przejicie z parametrami w réwnaniu i obcieciach do granicy.

W Rozdziale 4.5 jest przejécie do granicy z parametrami, ktére korespondujg, z cztonami, ktérych zadaniem
bylo podwyzszenie calkowalnosci u.

W Rozdziale 4.6 znajdujemy przejscie z torusa do przestrzeni R2.

Nastepna czesé pracy to Appendix A, B, C. Czes¢ ta to uzupelnienie odpowiednio poprzednich trzech
rozdzialow.

Praca koriczy si¢ bibliografig zawierajaca 110 pozycji, ktére sa wybrane w sposéb adekwatny i rozsadny.

Opinia

W mojej opinii cala rozprawa napisana jest na bardzo dobrym poziomie. Rozwazane zagadnienia przed-
stawione sg w sposéb przejrzysty i bardzo szeroki. Widoczne jest, Ze praca wymagala glebokiego zrozumienia
zaawansowanych technik i metod z teorii rownan rézniczkowych czastkowych i analizy matematycznej. Autorka
wykazuje tez bardzo dobra ogblng wiedzg teoretyczna w swojej dyscyplinie i zywa szerokiego wachlarza narzedzi
matematycznych, ktére wymagaja glebokiej wiedzy i wielu technik. Podejmowane tematyki sa nietrywialne i
interesujace dla szerszego grona matematykow i wierze, ze wyniki oraz metodologia znajda, swoje zastosowanie
i zostang wykorzystane przez innych matematykéw. Teoria poglebiana i rozwijana w pracy jest przedmiotem
badan od wielu lat. Zrozumienie jej na tyle gleboko by wypracowaé nowe wyniki jest juz istotnym osiaggnieciem.
Pani Maja Szlenk wykazala si¢ w pracy duza, samodzielnoscig i niezaleznosciag naukows. Réwniez w osobistym
kontakcie, podczas referatéw i rozméw naukowych umiejetnie argumentuje swoje tezy.

Dla mnie osobiScie, ze wzgledu na zainteresowania naukowe, czesé rozprawy dotyczaca istnienia rozwigzan dla
plynéw nienewtonowskich jest najbardziej interesujaca. Bardzo rozwinieta jest teoria dla pltynéw nieécigliwych,
rezultaty na temat przepltywow scigliwych dotyczg zazwyczaj bardzo szczegélnych przypadkéw przy mocnych
zalozeniach lub rezultaty dotycza istnienia bardzo stabych rozwigzan. Wynik zawarty w pracy w mojej opinii
jest interesujacy réwniez dla szerszego grona naukowego.

Redakcja rozprawy jest bardzo czytelna. Uklad pracy, podzial na podrozdzialy oraz ich zawarto$é utatwia
zapoznanie si¢ z trescig i jej zrozumienie. Kilka znalezionych przeze mnie nie$cislosci nie umniejsza wartosci
calej rozprawy. Ponizej przedstawie kilka drobnych uwag.



e W pracy brakuje mi pelniejszego spisu oznaczeni. Wigkszos¢ jest standardowa w rozwazanej teorii, jednak w
pracy w formie monografii oczekiwalabym wigkszej doktadnosci, w szczegolnosci uwaga dotyczy oznaczen
wykorzystywanych przestrzeni funkcyjnych (np. H, H), czy dotyczacych zapisu norm w przestrzeniach
oraz notacji typu: Int, czym jest m na str. 68.

e W Rozdziale 2.1.1 warto bytoby dodaé na czym oparte sa metody z prac [48,46, 47, 99]. W Rozdziale 2.1.2
dobrze byloby umiescié referencje, gdzie ci$nienie w przestawionych formach jest wykorzystane w modelach
biologicznych. Powolujac sie na rezultat o istnieniu jednoznacznego z(t,y) w Rozdziale 2.3 dobrze byloby
podaé konkretne odniesienie w [40]. Podobnie w przypadku odniesienia do rezultatéw z [18] w Rozdziale
3.2.

e W niektérych punktach brakuje mi dokladniejszego wyjasnienia, a wnioski wycigganie sg zbyt szybko.
Dotyczy to np.: oszacowania na g]Tk(gs)? na str. 41; silnej zbieznosci (/on przy wykorzystaniu lematu
Aubin-Lions; oszacowania na 0;on oraz weryfikacji czy speinione sg zalozenia Lemma 4.4 na str. 59; we-
ryfikacji (przywotania odpowiednich referencji) czy spetnione sa zalozenia Lemma 4.4 w dowodzie Lemma
4.23.

e Brakuje mi sformutowania definicji rozwigzan dla uktadu (3.12) z pracy oraz informacji w jakim sensie
rozumiemy rozwigzanie (3.13). W konsekwencji trudno zweryfikowa¢ czy us (str. 40) jest dopuszczalng
funkcja testujaca. Podobna uwaga dotyczy ukladu (3.22) i testowania réwnania ciggloSci przez P (o).
Brakuje tez definicji rozwiagzania zrenormalizowanego dla réwnania ciaglosci (3.6) na spelnienie, ktérego
jest powolanie sie na str. 42.

e W Proposition 4.5 brakuje dokladniejszej informacji w zatozeniach, gdzie powinno nalezeé¢ p, przez co
utrudnione jest zweryfikowanie oszacowania (4.33).

Na koricu Rozdziatu 4.3.3 warto byloby zebraé oszacowania niezalezne (i zalezne) od v i e.

e Dowdd Proposition 4.16 skupia sig na uzyskaniu ciggloéci w czasie dla V,/p do danych poczatkowych.
Warto skomentowaé dlaczego ciaglosé jest na calym odcinku czasowym i co dzieje si¢ w T'.

e Na poziomie redakcyjnym znalazlam kilka bledéw interpunkcyjnych - gléwnie brak przecinkéw lub kro-
pek na koncu zdania koriczacego sie rownaniem oraz literowek. Wsréd nich: nieparujace sig nawiasy w
réwnaniach str. 21; i = 01,2 zamiast ¢ = 1,2 na str. 21; Meller zamiast Mellet str. 49; Vu, zamiast
Vus na str. 44; brak wspolczynnika 2 przy rozpisywaniu R str. 61; O (ox,ux) zamiast 0;(0xux) str.81;
0oL, (0r%), W—24/3 str. 90. Funkcja £ na str. 71, prawdopodobnie powinna gtadka o zwartym no$niku,
a nie jedynie znikajaca w 0 i +oo. Sformulowanie typu ,in this paper” zamiast np. in this chapter. Brak
tes konsekwencji w zapisie sformutowari typu: Dominated Convergence Theorem. Raz zapis jest wielkimi
literami, raz matymi.

Oczywiécie nie umniejsza to poziomowi merytorycznemu rozprawy.

Konkluzja

Wyniki uzyskane w przedstawionej przez magister Maje Szlenk pracy doktorskiej oceniam bardzo pozy-
tywnie. Podjete przez nia problemy naukowe zostaly oryginalnie rozwigzane. W swojej rozprawie wykazuje sie
znajomoscig metodologii oraz dorobku nauki w dyscyplinie matematyka. Potrafi odnies¢ si¢ i oceni¢ dotychcza-
sowy dorobek naukowy w dziedzinie oraz krytycznie poré6wnaé¢ swoje wyniki z dostepnymi rezultatami. Pani
Maja Szlenk jest matematykiem, ktory potrafi samodzielnie powadzi¢ pracg naukowa, osobag ktéra konsekwentnie
i skutecznie rozwija swoje matematyczne zainteresowania przyczyniajac si¢ tym samym do rozwoju dziedziny.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa ,,,Applications of various compactness methods in the context of com-
pressible fluids mechanics” magister Maji Szlenk spelnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuje
o dopuszczenie pani magister Maji Szlenk do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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