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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra �ukasza Chomieni pt. �Partial

Di�erential Equations on Low-Dimensional Structures�

Praca doktorska magistra �ukasza Chomieni zostaªa przygotowana pod kierunkiem dr hab. Anny
Zatorskiej-Goldstein, prof. UW. Jej najwa»niejsze wyniki dotycz¡ istnienia, jednoznaczno±ci i regu-
larno±ci rozwi¡za« zagadnie« opisanych eliptycznymi i parabolicznymi równaniami cz¡stkowymi na
ni»ej wymiarowych strukturach. Struktury te, w rozumieniu Autora rozprawy, zadane s¡ jako zbiory
S =

⋃n
i=1 Si gdzie Si s¡ ni»ej (czyli jedno- lub dwu-) wymiarowymi gªadkimi podrozmaito±ciami z

brzegiem w R3. Istotne jest to, »e zbiory te mog¡ si¦ ze sob¡ przecina¢, oraz by¢ ró»nego wymiaru, co
prowadzi do niegªadko±ci (w miejscu przeci¦¢) oraz niejednolitego wymiaru ni»ej wymiarowej dziedziny
rozwa»anych zagadnie«, co jest gªównym ¹ródªem trudno±ci w rozprawie.

Praca przedstawia wyniki zawarte w dwóch artykuªach: indywidualnej pracy doktoranta po±wi¦conej
problemom parabolicznym
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Pierwszym krokiem, jaki wykonuje doktorant jest konstrukcja przestrzeni Sobolewa w jakich b¦d¡
poszukiwane rozwi¡zania. Punktem wyj±cia jest miara singularna µ skoncentrowana na dziedzinie S
zagadnienia. Zgodnie z konstrukcj¡ znajduj¡c¡ si¦ na przykªad w pracy Bouchitté, Buttazzo, Seppe-
cher (1997), doktorant wykorzystuje przestrze« Sobolewa H1

µ opieraj¡c¡ si¦ jedynie o styczn¡ cz¦±¢
gradientu, taka przestrze« mo»e by¢ zde�niowana, gdy» za pomoc¡ miary µ mo»na skonstruowa¢ lo-
kalnie przestrze« styczn¡ do rozmaito±ci w danym punkcie. Doktorant potrzebuje tak»e wykorzysta¢
przestrzenie drugiego stopnia, co robi w oparciu o podej±cie z pracy Bouchitté, Fragalá (2002) - tu
kluczowe jest zde�niowanie dodatkowego pola Cosseratów b które peªni rol¦ gradientu w kierunkach
normalnych do rozmaito±ci. Warto podkre±li¢, »e Autorzy dwóch cytowanych prac zajmowali si¦ przede
wszystkim minimalizacj¡ funkcjonaªów caªkowych podczas gdy doktorant wykorzystuje t¡ struktur¦
przestrzeni typu Sobolewa w kontek±cie równa« cz¡stkowych.

Kluczowe wyniki rozprawy znajduj¡ si¦ w rozdziaªach 4-6: rozdziaªy 4 i 5 po±wi¦cone s¡ zagad-
nieniom parabolicznym (odpowiednio silnym i sªabym postaciom) i zawieraj¡ wyniki z pracy [1], a
rozdziaª 6 - regularno±ci rozwi¡za« zagadnienia eliptycznego i zawiera wyniki z pracy [2].

Wyniki z rozdziaªu 4 dotycz¡ silnych rozwi¡za« zagadnienia brzegowo-pocz¡tkowego z warunkiem
Neumanna dla równania ut − ∆µu = 0 z operatorem liniowym ∆µ : D(∆µ)N → L2

µ oznaczonym
tak»e przez Lµ = ∆µ. Doktorant, wykorzystuj¡c teori¦ póªgrup, pokazuje istnienie i jednoznaczno±¢
rozwi¡zania silnego. Aby to zrobi¢ musi pokona¢ dwie istotne trudno±ci:

[A ] pokazanie domkni¦to±ci operatora Lµ - Twierdzenie 4.2,
[B ] pokazanie »e operator Lµ de�niuje odpowiedni¡ (tu jednakowo ci¡gª¡) póªgrup¦ - Twierdzenie

4.11.

Gªówn¡ trudno±ci¡ w kroku [A] jest brak kontroli nad funkcjami bn (czyli gradientami normalnymi)
dla ci¡gu argumentów un ∈ D(Lµ)N . Te funkcje bn powinny zbiega¢ by daªo si¦ zastosowa¢ twierdzenie
o domkni¦to±ci drugiej pochodnej z pracy Bouchitté i Fragala. Aby j¡ pokona¢, doktorant musi w
odpowiedni sposób skonstruowa¢ funkcje bn. Osi¡ga to, wykorzystuj¡c przy tym nowe wyniki dotycz¡ce
lokalnej charateryzacji 'cienkich' przestrzeni funkcyjnych drugiego rz¦du zawarte w rozdziale 3.3. Z
kolei w kroku [B] doktorant nie mo»e posu»y¢ si¦ klasycznym twierdzeniem Hille'a-Yosidy ze wzgl¦du
ma brak suriektywno±ci operatora λ − Lµ : D(Lµ)N → L2

µ co uniemo»liwia zde�niowanie rezolwenty.
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T¡ trudno±¢ Autor rozwi¡zuje poprzez zastosowanie wersji twierdzenia Hille'a-Yosidy z pracy Magyar
(1989) opieraj¡cej si¦ o konstrukcj¦ póªgrupy za pomoc¡ operatorów iterowanych 1

k!L
k
µ.

Aby uzyska¢ twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci silnego rozwi¡zania doktorant musiaª pokona¢
nowe, istotne trudno±ci wynikaj¡ce z 'cienko±ci' dziedziny zagadnienia. Wyniki tu przedstawione s¡
nowe, ciekawe, i istotne. Zwracam uwag¦ na to wymagane jest restrykcyjne zaªo»enie, »e miara nale»y
do klasy S czyli takiej, w której dla wszystkich i mamy dimSi = 1 lub dimSi = 2 (przy czym w
ostatniej linijce tekstu na stronie 46 jest wzmianka o dowodzie domkni¦to±ci tak»e dla przypadku
dimEi = 1 i dimEj = 2). Warto tak»e doda¢ (co doktorant explicite zaznacza) podej±cie z pracy
Magyar wymaga du»ej regularno±ci danych pocz¡tkowych.

Powy»szych ogranicze« nie ma podej±cie oparte o sªabe rozwi¡zania, które doktorant przedstawia
w rozdziale 5. W oparciu o wersj¦ lematu Laxa-Milgrama, któr¡ stosuje w przestrzeni funkcji czasowo-
przestrzennych, pokazuje istnienie i jednoznaczno±¢ sªabego rozwi¡zania, a nast¦pnie jego regularno±¢.
Udaje mu si¦ tak»e, w rozdziale 5.3, pokaza¢ »e rozwi¡zanie zagadnienia parabolicznego zbiega w czasie
do rozwi¡zania zagadnienia eliptycznego. Warto±¢ tego wyniku, zawartego w twierdzeniu 5.16 bierze si¦
z tego »e pokazuje zwi¡zek mi¦dzy cz¦±ci¡ pracy po±wi¦con¡ zagadnieniom ewolucyjnym a zagadnie-
niom stacjonarnym. Podsumowuj¡c wyniki rozdziaªu 5, mo»na zauwa»y¢, »e teoria sªabych rozwi¡za«
mo»e by¢ zaadaptowana do zagadnie« zde�niowanych na strukturach cienkich du»o bardziej bezpo-
±rednio ni» podej±cie oparte o póªgrupy. Ciekawa byªaby odpowied¹ na pytanie czy da si¦ wzmocni¢
regularno±¢ rozwi¡zania sªabego tak, by byªo ono silne w sensie rozdziaªu 4. Pytanie wydaje si¦ trudne
ze wzgl¦du na wymóg wysokiej regularno±ci rozwi¡za« silnych.

Trudnym i ciekawym wynikiem, wymagaj¡cym konstrukcji odpowiedniego rozszerzenia funkcji z
ni»ej wymiarowej poddziedziny do caªej przestrzeni jest twierdzenie o tym, »e sªabe rozwi¡zanie za-
gadnienia eliptycznego jest klasy H2

loc na ka»dym z komponentów Si obszaru. To jest gªówny wynik
rozdziaªu 6. Wynik ten jest uzyskany metod¡ ilorazów ró»nicowych dla których wyprowadzone s¡ osza-
cowania jednostajne ze wzgl¦du na krok h. Wspomniane rozszerzenie jest konieczne po to, aby ilorazy
ró»nicowe miaªy sens, i jest ono skonstruowane tak, aby te ilorazy zbiegaªy do odpowiedniej drugiej
pochodnej cz¡stkowej. Wynik jest istotnie nowy i bez w¡tpienia wymagaª twórczego i ciekawego pomy-
sªu. Jako konsekwencj¦ tego wyniku doktorant pokazuje ci¡gªo±¢ rozwi¡zania sªabego (przy zaªo»eniu
staªo±ci wymiarów poszczególnych komponentów dziedziny). Inn¡ wa»n¡ konsekwencj¡ wymagaj¡c¡
dodatkowo rozumowania w którym doktorant konstruuje pole b jest wynik zawarty w twierdzeniu
6.10 mówi¡cy o tym »e rozwi¡zanie zagadnienia eliptycznego nale»y do dziedziny operatora drugiej
pochodnej na cienkim obszarze.

Badanie zagadnie« opisanych równaniami cz¡stkowymi dla ni»ej wymiarowych obszarów uwa»am
za wa»ny i ciekawy temat badawczy. Doktorant znalazª nowe, twórcze i skuteczne rozwi¡zania dla
istotnych trudno±ci jakie napotkaª w swojej pracy. Dodam jeszcze, »e rozprawa jest zilustrowana kil-
koma przykªadami pozwalaj¡cymi lepiej zrozumie¢ trudno±ci zwi¡zane z rozwi¡zywaniem zagadnie«
na strukturach cienkich: a w szczególno±ci to, »e nie da si¦ ich sprowadzi¢ do sumy rozwi¡za« na
poszczególnych komponentach obszaru.

Bez najmniejszych w¡tpliwo±ci oceniam pozytywnie recenzowan¡ rozpraw¦, Stanowi ona oryginalne
rozwi¡zanie interesuj¡cego problemu badawczego. Wnosz¦ o jej dopuszczenie do dalszych etapów po-
st¦powania o nadanie stopnia naukowego doktora.
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