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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Lukasza Chomieni pt. "Partial
Differential Equations on Low-Dimensional Structures”

Praca doktorska magistra f.ukasza Chomieni zostala przygotowana pod kierunkiem dr hab. Anny
Zatorskiej-Goldstein, prof. UW. Jej najwazniejsze wyniki dotycza istnienia, jednoznaczno$ci i regu-
larno$ci rozwigzan zagadnien opisanych eliptycznymi i parabolicznymi réwnaniami czastkowymi na
nizej wymiarowych strukturach. Struktury te, w rozumieniu Autora rozprawy, zadane sg jako zbiory
S = U, S; gdzie S; sa nizej (czyli jedno- lub dwu-) wymiarowymi gladkimi podrozmaitosciami z
brzegiem w R3. Istotne jest to, ze zbiory te mogg sie ze sobg przecinaé, oraz byé réznego wymiaru, co
prowadzi do niegtadkosci (w miejscu przeciec) oraz niejednolitego wymiaru nizej wymiarowej dziedziny
rozwazanych zagadnien, co jest gtéwnym Zrédlem trudnosci w rozprawie.

Praca przedstawia wyniki zawarte w dwéch artykutach: indywidualnej pracy doktoranta poswieconej
problemom parabolicznym

[1] Zukasz Chomienia, Parabolic PDEs on low-dimensional structures, Journal of Mathematical Ana-
lysis and Applications, 534, 2024, 128082,

oraz pracy wspolnej z M. Fabisiakiem, dostepnej jako preprint na arxiv i zawierajacej wyniki dotyczace
zagadnien eliptycznych

[2] ZLukasz Chomienia, Michat Fabisiak, Higher regularity of solutions to elliptic equations on low-
dimensional structures, arXiv:2311.16280

Pierwszym krokiem, jaki wykonuje doktorant jest konstrukcja przestrzeni Sobolewa w jakich beda
poszukiwane rozwigzania. Punktem wyjscia jest miara singularna p skoncentrowana na dziedzinie S
zagadnienia. Zgodnie z konstrukcja znajdujaca sie na przyklad w pracy Bouchitté, Buttazzo, Seppe-
cher (1997), doktorant wykorzystuje przestrzeri Sobolewa H ; opierajaca sie jedynie o styczng czesé
gradientu, taka przestrzein moze by¢ zdefiniowana, gdyz za pomoca miary p mozna skonstruowaé lo-
kalnie przestrzen styczna do rozmaitosci w danym punkcie. Doktorant potrzebuje takze wykorzystac
przestrzenie drugiego stopnia, co robi w oparciu o podejscie z pracy Bouchitté, Fragala (2002) - tu
kluczowe jest zdefiniowanie dodatkowego pola Cosseratéw b ktore pelni role gradientu w kierunkach
normalnych do rozmaitosci. Warto podkresli¢, ze Autorzy dwoch cytowanych prac zajmowali sie przede
wszystkim minimalizacja funkcjonaléw catkowych podczas gdy doktorant wykorzystuje ta strukture
przestrzeni typu Sobolewa w kontekscie rownari czastkowych.

Kluczowe wyniki rozprawy znajduja sie w rozdzialach 4-6: rozdzialy 4 i 5 po$wiecone sa zagad-
nieniom parabolicznym (odpowiednio silnym i stabym postaciom) i zawieraja wyniki z pracy [1], a
rozdzial 6 - regularnosci rozwiazan zagadnienia eliptycznego i zawiera wyniki z pracy [2].

Wyniki z rozdziatu 4 dotycza silnych rozwiazan zagadnienia brzegowo-poczatkowego z warunkiem
Neumanna dla réwnania u; — Ayu = 0 z operatorem liniowym A, : D(A,)ny — Li oznaczonym
takze przez L, = A,. Doktorant, wykorzystujac teorie pétgrup, pokazuje istnienie i jednoznacznos¢
rozwigzania silnego. Aby to zrobi¢ musi pokonaé¢ dwie istotne trudnosci:

[A ] pokazanie domknietosci operatora L, - Twierdzenie 4.2,
B | pokazanie ze operator L,, definiuje odpowiednia (tu jednakowo ciagla) potgrupe - Twierdzenie
I 3 agta grupg
4.11.

Glowna trudnoscia w kroku [A] jest brak kontroli nad funkcjami b, (czyli gradientami normalnymi)
dla ciggu argumentéw w,, € D(L,)n. Te funkcje b,, powinny zbiegac by dato sie zastosowaé twierdzenie
o domknietosci drugiej pochodnej z pracy Bouchitté i Fragala. Aby ja pokonaé¢, doktorant musi w
odpowiedni sposob skonstruowaé funkcje b,,. Osiaga to, wykorzystujac przy tym nowe wyniki dotyczace
lokalnej charateryzacji ’cienkich’ przestrzeni funkcyjnych drugiego rzedu zawarte w rozdziale 3.3. Z
kolei w kroku [B] doktorant nie moze posuzy¢ sie klasycznym twierdzeniem Hille’a-Yosidy ze wzgledu
ma brak suriektywnosci operatora A — L, : D(L,)n — Li co uniemozliwia zdefiniowanie rezolwenty.
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Ta trudno$é¢ Autor rozwigzuje poprzez zastosowanie wersji twierdzenia Hille’a-Yosidy z pracy Magyar
(1989) opierajacej sie o konstrukcje polgrupy za pomoca operatorow iterowanych %Lﬁ

Aby uzyskaé twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci silnego rozwiazania doktorant musial pokonaé
nowe, istotne trudno$ci wynikajace z ’cienkosci’ dziedziny zagadnienia. Wyniki tu przedstawione sa
nowe, ciekawe, i istotne. Zwracam uwage na to wymagane jest restrykcyjne zalozenie, ze miara nalezy
do klasy S czyli takiej, w ktorej dla wszystkich ¢ mamy dimS; = 1 lub dim S; = 2 (przy czym w
ostatniej linijce tekstu na stronie 46 jest wzmianka o dowodzie domknietosci takze dla przypadku
dimE; = 11 dimE; = 2). Warto takze doda¢ (co doktorant explicite zaznacza) podejicie z pracy
Magyar wymaga duzej regularnosci danych poczatkowych.

Powyzszych ograniczen nie ma podejscie oparte o stabe rozwiazania, ktére doktorant przedstawia
w rozdziale 5. W oparciu o wersje lematu Laxa-Milgrama, ktora stosuje w przestrzeni funkcji czasowo-
przestrzennych, pokazuje istnienie i jednoznaczno§é stabego rozwiazania, a nastepnie jego regularnosc.
Udaje mu sie takze, w rozdziale 5.3, pokazaé ze rozwiazanie zagadnienia parabolicznego zbiega w czasie
do rozwiazania zagadnienia eliptycznego. Wartos¢ tego wyniku, zawartego w twierdzeniu 5.16 bierze sie
z tego ze pokazuje zwiazek miedzy czeScig pracy poswiecona zagadnieniom ewolucyjnym a zagadnie-
niom stacjonarnym. Podsumowujac wyniki rozdziatu 5, mozna zauwazy¢, ze teoria stabych rozwiazan
moze by¢ zaadaptowana do zagadnien zdefiniowanych na strukturach cienkich duzo bardziej bezpo-
Srednio niz podejScie oparte o potgrupy. Ciekawa bylaby odpowiedZ na pytanie czy da sie wzmocnié¢
regularno$é rozwigzania stabego tak, by bylo ono silne w sensie rozdziatu 4. Pytanie wydaje sie trudne
ze wzgledu na wymoég wysokiej regularnosci rozwigzan silnych.

Trudnym i ciekawym wynikiem, wymagajacym konstrukcji odpowiedniego rozszerzenia funkcji z
nizej wymiarowej poddziedziny do calej przestrzeni jest twierdzenie o tym, ze stabe rozwiazanie za-
gadnienia eliptycznego jest klasy H l20c na kazdym z komponentow S; obszaru. To jest gléwny wynik
rozdziatu 6. Wynik ten jest uzyskany metodg ilorazéw réznicowych dla ktérych wyprowadzone sa osza-
cowania jednostajne ze wzgledu na krok h. Wspomniane rozszerzenie jest konieczne po to, aby ilorazy
réznicowe mialy sens, i jest ono skonstruowane tak, aby te ilorazy zbiegaly do odpowiedniej drugiej
pochodnej czastkowej. Wynik jest istotnie nowy i bez watpienia wymagal twérczego i ciekawego pomy-
stu. Jako konsekwencje tego wyniku doktorant pokazuje ciaglo$é¢ rozwiazania stabego (przy zalozeniu
statosci wymiaréw poszczegolnych komponentéw dziedziny). Inng wazna konsekwencja wymagajaca
dodatkowo rozumowania w ktérym doktorant konstruuje pole b jest wynik zawarty w twierdzeniu
6.10 moéwiacy o tym ze rozwigzanie zagadnienia eliptycznego nalezy do dziedziny operatora drugiej
pochodnej na cienkim obszarze.

Badanie zagadnieri opisanych réwnaniami czastkowymi dla nizej wymiarowych obszaréw uwazam
za wazny i ciekawy temat badawczy. Doktorant znalazt nowe, twoércze i skuteczne rozwigzania dla
istotnych trudnosci jakie napotkal w swojej pracy. Dodam jeszcze, ze rozprawa jest zilustrowana kil-
koma przyktadami pozwalajacymi lepiej zrozumieé¢ trudnosci zwigzane z rozwiazywaniem zagadnien
na strukturach cienkich: a w szczegélnosci to, ze nie da sie ich sprowadzi¢ do sumy rozwigzan na
poszczegdlnych komponentach obszaru.

Bez najmniejszych watpliwos$ci oceniam pozytywnie recenzowang rozprawe, Stanowi ona oryginalne
rozwiazanie interesujacego problemu badawczego. Wnosze o jej dopuszczenie do dalszych etapéw po-
stepowania o nadanie stopnia naukowego doktora.
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