Wroctaw, 2 wrzesnia 2025r.

Recenzja pracy doktorskiej mgr. Krzysztofa
Zakrzewskiego

Rozprawa doktorska mgr. Krzysztofa Zakrzewskiego dotyczy gtownie malych przestrzeni zwar-
tych i przestrzeni Cp(X).

Uzyskane wyniki zawarto w dwoch artykutach - jednym wspoélnym z promotorem i Grzegorzem
Plebankiem przyjetym do druku w Israel Journal of Mathematics i jednym samodzielnym opu-
blikowanym w Results in Mathematics. W ostatniej czesci rozprawy przedstawione sa wyniki,
ktore poki co nie zostaly opublikowane.

1 Rozdzial 2

Ten rozdziat jest dos¢ Scisle oparty na czedci artykutu Marciszewskiego, Plebanka i Zakrzew-
skiego z Israel Journal of Mathematics. Niektore fakty, ktore w artykule byly podane bez do-
wodu, w rozprawie sa dowodzone (np. uwaga 2.1.1). Rozdzial zawiera rozwazania na temat
klas przestrzeni definiowanych podobnie do klasycznych kompaktéw Corsona: gtéwnie kompak-
tow w-Corsona i tak zwanych przestrzeni Nachmansona-Jakowlewa (przestrzeni NY; nazwa ta
zostala ukuta we wspomnianym powyzej artykule, ale samo pojecie jest bardzo naturalne).
Glownymi wynikami tego rozdziatu sa twierdzenia charakteryzujace przestrzenie NY (twier-
dzenie 2.3.1) i kompakty w-Corsona (twierdzenie 2.3.6). Warunek charakteryzujacy przestrze-
nie NY, ktory si¢ tu pojawia (a ktory nie wystepowal w pracy Nachmansona i Jakowlewa)
to koniunkcja dziedzicznej metazwartosci i warunku: kazda podprzestrzen zawiera relatywnie
otwarta podprzestrzenn o przeliczalnym ciezarze. W przypadku kompaktéw w-Corsona jest to
natomiast koniunkcja dziedzicznej metazwartodci i warunku: kazda podprzestrzen zawiera re-
latywnie otwartg podprzestrzen skoriczenie wymiarowq o przeliczalnym ciezarze. Wydaje mi
sie, ze to bardzo ciekawe twierdzenia, w ktérych pobrzmiewaja dalekie echa twierdzenia Sza-
pirowskiego charakteryzujacego brak odwzorowania ciagtego na kostke [0, 1]“*. Wskazuja one,
jak delikatna i jakiej natury jest réznica miedzy kompaktami w-Corsona a przestrzeniami NY.
Autor prezentuje tez interesujacy przyktad (Example 2.4.5) dowodzacy, ze zalozenie samej dzie-
dzicznej metazwartosci nie wystarczy, zeby przestrzen byta NY.

Co wiecej, dowody obydwu twierdzen sa glteboko nietrywialne i wymagaly subtelnych metod
(jesli dobrze rozumiemem, czesciowo zaczerpnietych z pracy Nachmansona i Jakowlewa). Podo-
bato mi sie na przyktad ciekawe uzycie modyfikacji pochodnej Cantora-Bendixsona w dowodzie
twierdzenia 2.3.5.

Podobaly mi sie takze dwa by¢ moze nieco poboczne fakty wiazace kompakty w-Corsona z
teoria wymiaru (kazda przestrzen zwarta metryzowalna jest w-Corsona wtedy i tylko wtedy,
gdy jest silnie przeliczalnie wymiarowa; podobnie kazda przestrzeri NY jest w-Corsona wtedy i
tylko wtedy, gdy jest silnie przeliczalnie wymiarowa).

Warto tez nadmienié, ze fakt 2.2.9 stanowi odpowiedZ na pytanie Ondieja Kalendy (pytanie co
prawda nie jest w rozprawie wystowione, rozumiem wiec, ze chodzito o to, czy sformulowanie
bedace faktem 2.2.9 jest prawdziwe).

2 Rozdzial 3

Ten rozdziat oparty jest w wiekszosci na materiale z samodzielnego artykulu autora, choé czesé
rezultatéw pochodzi réwniez ze wspoélnej pracy. Autor uzywa réwniez wynikow z rozdziatu 2.



Rozdziat poswiecony jest bardzo klasycznym zagadnieniom zwigzanym z przestrzeniami Cp(K):
jakie wlasnodci topologiczne przestrzeni K zachowuja si¢ w przestrzeni L, kiedy istnieje ciagta
liniowa surjekcja z Cp,(K) na Cp(L). Tak tez autor dowodzi, ze do wlasnosci tych, przy pewnych
dodatkowych zatozeniach na K i L, nalezy silna x wymiarowos¢ (pojecie w naturalny sposob
uogodlniajace silna przeliczalna wymiarowosé). Jest to przedmiot twierdzenia 3.2.11, ktorego
dowo6d bazuje na paru lematach i jest dosé zawity.

Uzywajac tej samej maszynerii, Autor bada, jak bardzo w powyzszym kontekscie moze wzrosnaé
wymiar przestrzeni L, jezeli K jest przestrzenia skoriczenie wymiarowa, dowodzac twierdzenia
3.2.12, w ktérym sformutowane jest dosé intrygujace oszacowanie.

Twierdzenie 3.3.9 z kolei mowi, ze wlasnosé NY rowniez zachowuje sie przy powyzszych zaltoze-
niach. Warto zwréci¢ uwage, ze dowdd bazuje na charakteryzacji przestrzeni NY wykazanej w
poprzednim rozdziale. I nie tylko: jest dowodzony w szeregu nietrywialnych lematéw, w ktérych
dowodach Autor uzywa réwniez wynikéw innych autorow.

Kolejne twierdzenie w tym duchu, to twierdzenie 3.4.9, ktore mowi, ze wtasnosé¢ bycia kom-
paktem k-Corsona réwniez zachowuje sie przy tych zatozeniach. Bezposrednim wnioskiem jest
wazne twierdzenie udowodnione wczesniej przez Bonneta, Kubisia i Todorcevicia, méwiace, ze
klasa kompaktoéw k-Corsona jest zamknieta na ciaglte surjekcje. Gtownym sktadnikiem dowodu
twierdzenia 3.4.9 jest twierdzenie 3.4.8, ktére samo w sobie jest bardzo interesujace: K jest
kompaktem k-Corsona wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciaglym obrazem domknietego podzbioru
pewnej ustalonej (dla k) przestrzeni. Jest to uogodlnienie twierdzenia Pola charakteryzujacego
kompakty Corsona. Znowu, dowdd tego faktu jest nietrywialny. Autor podaza byé moze szla-
kiem wytyczonym juz przez Pola, ale na pewno nie jest to szlak, ktéorym podaza si¢ prosto i
bez trudu.

3 Rozdzial 4

Ten rozdzial zawiera wyniki nie opublikowane jeszcze w zadnym artykule. Maja mniejszy ciezar
gatunkowy niz te z poprzednich rozdzialéw, ale sg za to najbardziej samodzielne.

Autor stawia na przykitad problem, kiedy ciagle i otwarte odwzorowania przestrzeni liniowo-
topologicznych jest automatycznie stabo otwarte (inspirujac sie twierdzeniem, ze kazde ciagle
odwzorowanie pomiedzy takimi przestrzeniami jest automatycznie stabo ciagte). Dowodzi, ze
tak w istocie jest (przy pewnych dodatkowych zalozeniach na przeciwdziedzing). W tej sekcji
podobatl mi sie tez, co prawda do$¢ prosty, lemat, moéwiacy, ze w klasycznej definicji zbioréw
bazowych w przestrzeni dualnej mozna ograniczy¢ sie do rozpatrywania wektoréw liniowo nie-
zaleznych. Ogolnie, pierwsza cze$é¢ tego rozdziatu poswiecona jest wynikom dowodzonym dla
przestrzeni liniowo topologicznych, ktére sa doskonale znane dla przestrzeni Banacha.

W drugiej czesci rozdziatu Autor wykazuje, ze ¢o produkt przestrzeni Cp(X) (dla X pseudo-
zwartych) jest homeomorficzny ze swoim przeliczalnym produktem. Jest to rozwiniecie serii
twierdzen uzyskanych przez Gulko i Chmylews.

4 Uwagi ogoélne

4.1 Strona formalna pracy

Nie mam wiekszych zarzutéw do formalnej strony rozprawy.

Ponizej wymienie szereg usterek, ktore znalaztem czytajac prace. Sa one drobne, nie wplywaja
negatywnie na lekture i dlatego wszystkim poza Autorowi odradzam czytanie tej listy. Czesé z
tych usterek z tatwoscia daloby sie wyeliminowaé za pomocs programu do sprawdzania pisowni
i wtasciwie nie wiadomo, czy Doktoranta nalezy ganié, ze tego nie zrobit, czy docenié, ze dzielnie
opiera sie pokusie uzywania sztucznej inteligencji.



e Na stronie 11 w definicji ¢o(I") jedna z nieréwnosci jest odwrocona.

e Autor nieprawidtowo uzywa srodowisk “Remark” i “Example”. Po pierwsze, nie powinny
byé one pisane italikiem, a po drugie nie powinny by¢ dowodzone. Zasadniej bytoby uzy¢
w tych miejscach np. srodowiska “Proposition”.

e W réznych miejscach: “Tietze-Uryshohm”, “Cosider”, “an intersection”; itp.
o W tytule rozdziatu 3 brakuje chyba stowa “on”.

e Par¢ razy Autor w klasycznie nieprawidtowy sposob uzyl stowa “thesis” (jako teza twier-
dzenia).

e W ostatnim rozdziale, ktéry nie opiera sie na zadnej przyjetej do druku pracy, gestosé

bleddéw i literéwek jest nieco wieksza. Autor uzywa np. skrétowych form “it’s”; “couldn’t”,
pisze “Lemma” (bez numeru) wielka litera, nieprawidtowo uzywa stowa “enclose” (w zna-
czeniu “zamykac¢”), dowodzi implikacji z (a) do (b), choé¢ takie warunki nie wystepuja w
sformulowaniu twierdzenia (twierdzenie 4.1.7). Dowdd lematu 4.2.2 jest zapisany poza
srodowiskiem i wystepujace w nim g nie jest wprowadzone.

e Czasami rzuca si¢ w oczy, ze rozprawa jest kompilacja réznych tekstow: w rozdziale 3
pojawia sie np. definicja przestrzeni silnie przeliczalnie wymiarowej, choé¢ to pojecie byto
juz uzywane w rozdziale 2.

4.2 Wyniki autora w kontekscie wynikéw innych autoréw

Rozprawa rozpoczyna sie do ambitnej proby zmierzenia si¢ z zagadnieniami swiezo badanymi
przez Bonneta, Kubisia i Todorcevicza. Kompakty Corsona sg jednymi z najwazniejszych obiek-
tow w topologii zwiazanej z teoria mnogosci i analiza funkcjonalna. Co prawda w rozprawie same
kompakty Corsona pojawiaja sie jedynie mimochodem, to Autor rozwaza ich bardzo naturalne
wariacje.

Wspo6lnym mianownikiem duzej czesci rozprawy jest uogélnianie znanych wilasnosci z przy-
padku przeliczalnego lub w; na ogdlny przypadek k - tak tez pojawiaja kompakty x-Corsona
(rozwazane gtownie dla przypadku matego k), k-silna wymiarowosé, k-zwartosc.

Niemal wszystkie gléwne wyniki sa oryginalne (pojedyncze byty juz udowodnione przez Bon-
neta, Kubisia i Todorcevicza, ale Doktorant przedstawia je jako wnioski z bardziej ogdlnych
twierdzen). Z pewnoscia sa ciekawe dla osob zajmujacych sie topologia teoriomnogosciowsa i
przestrzeniami Cp(K).

Wydaje sie, ze rozprawa dobrze odzwierciedla rozw6j naukowy Doktoranta: pierwszy rozdzial
zawiera wyniki uzyskane wspdlnie z promotorem i Grzegorzem Plebankiem, w drugim znajdu-
jemy juz wyniki samodzielne, cho¢ bazujace na tych z pierwszej czesci (i jak, byé moze blednie,
zgaduje, dowodzone wciaz pod czujnym okiem promotora). Ostatni rozdzial natomiast wyglada
na catkowicie samodzielna prace, w ktérej Doktorant nie tylko rozwigzuje problemy, ale najpierw
je stawia. Dlatego, mimo mniejszego ciezaru gatunkowego, wysoko oceniam ostatni rozdzial.
Jesli powyzsze domysty sa trafne, to rozwdj naukowy Doktoranta przebiega we wlasciwy sposob
i dobrze rokuje na przysztosé.

4.3 Rozumowania

Jak podkreslalem przy omawianiu wynikéw rozprawy, rozumowania czesto sa nietrywialne.
W rozprawach doktorskich czesto przedstawia si¢ nawet dosé oczywiste dowody. W rozprawie
Krzysztofa Zakrzewskiego takie dowody prawie nie wystepuja (moze dlatego tez rozprawa nie
nalezy do szczegolnie dlugich).



Mato jest w tej rozprawie rozumowan kombinatorycznych, sporo natomiast uzywania (w kre-
atywny sposob) juz istniejacych metod i technik.

4.4 Ekspozycja rezultatéw i rozumowan

Autor wydaje sie zaklada¢ bardzo dobre obycie czytelnika z tematyka. Moje obycie znalazto
sie chyba nieco pod poprzeczka postawiong przez autora i zrozumienie wielu przejsé zajeto mi
troche czasu, a na sprawdzenie wielu innych czasu mi natomiast zabrakto. Niemal kazde “it is
easy to see ...” czy “we may assume” bylo dla mnie zapowiedzia probleméw. Wynika to po czesci
z tego, ze rozumowania autora sg skomplikowane, po czesci z tego, ze nie jestem specjalista w
tematyce rozprawy. Ale zdanie wyjasnienia wiecej tu i tam znaczaco utatwitoby mi lekture.
Podam przyktad takiego skrotu i to akurat dotyczacego poje¢, ktorej znam lepiej (dzieki temu
wiem, ze to rzeczywiscie skrot, a nie moja ignorancja): wniosek 2.5.6 nie jest dowodzony. Co
prawda jest to rzeczywiscie prosty wniosek z twierdzenia 2.5.5 pod warunkiem, ze wiemy, ze ¢*
jest kalibrem miar Radona. Zdecydowanie nie jest to wiedza powszechna. Oczywiscie nie chodzi
o to, zeby autor zamieszczal dowdd takiego faktu, ale po prostu taki fakt wystowit dodajac
referencje lub chociaz komentarz, ze jest to znany choé nietrywialny fakt.

Mysle, ze w rozprawie doktorskiej wyjasnienia powinny by¢ bardziej szczegdtowe.

Czasami brakowalo tez w tekscie didaskalidw: informacji, byé moze mniej formalnych, co teraz
dowodzimy, do czego zmierzamy i dlaczego to jest wazne.

5 Podsumowanie

Rozprawa mgr. Krzysztofa Zakrzewskiego dotyczy waznych probleméw topologii teoriomno-
gosciowej 1 zawiera caly szereg glebokich rozumowan. Jej rezultaty rzucaja nowe §wiatto na
tematyke malych przestrzeni zwartych i przestrzeni okreslonych na nich funkcji ciggtych z to-
pologia zbieznosci punktowej. Autor swobodnie uzywa wielu nietrywialnych metod, prowadzi
Sciste rozumowania i wykazuje sie dociekliwoscig. Uwazam prace doktorska mgr. Krzysztofa
Zakrzewskiego za bardzo dobra, bez cienia watpliwosci spetniajaca wszystkie wymagania do-
tyczace rozpraw doktorskich w obowiazujacych przepisach (w szczegdlnosci punkty z paragrafu
5 Uchwaty Senatu Uniwersytetu Warszawskiego w sprawie okreslenia sposobu postepowania w
sprawie nadania stopnia doktora oraz stopnia doktora habilitowanego na Uniwersytecie War-
szawskim) i wnosze o dopuszczenie do jej publicznej obrony.
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