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Recenzja poprawionej rozprawy doktorskiej
mgra Bogdana Petraszczuka
zatytutowane;j
Regularity and Singularities in Nonlinear Elliptic Systems: A Study of n-Harmonic
Maps and H-Systems

Niniejsza recenzja dotyczy poprawionej rozprawy doktorskiej mgra Bogdana Petraszczuka
zatytutowanej Regularity and Singularities in Nonlinear Elliptic Systems: A Study of n-
Harmonic Maps and H-Systems, przygotowanej na Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego pod kierunkiem prof. dr. hab. Pawla Strze-
leckiego.

Zapoznalem sie z wczesniej przygotowanymi recenzjami, poprawiong wersjg roz-
prawy doktorskiej oraz pisemnym ustosunkowaniem sie Doktoranta do recenzji warun-
kowej prof. Schikorry. Stwierdzam, ze wprowadzone poprawki nie zmieniaja mojej opinii
o pracy. Szczegdlowa ocena zostata zawarta w mojej poprzedniej recenzji, a konkluzja
pozostaje pozytywna.

Podkreslam dodatkowo, ze wyniki z Rozdziatu 3, oparte na samodzielnej pracy au-
tora [41], zostaly opublikowane w Math. Z. 311 (2025), no. 3, Paper No. 58. Stanowi to
istotny argument potwierdzajacy samodzielno$é¢ Doktoranta.

Konkluzja (niezmieniona).

Rozprawe oceniam wysoko. Podjete zagadnienia sa trudne i ambitne. Przedstawiona
rozprawa doktorska mgra Bogdana Petraszczuka stoi na wysokim poziomie matema-
tycznym i wnosi warto$ciowy wktad do aktualnej problematyki badawczej dotyczace;j
regularnodci przeksztatcen harmonicznych. Osiggniecie interesujacych i wymagajacych
rezultatow w tej dziedzinie wymaga nie tylko biegtosci technicznej, lecz takze gtebo-
kiego zrozumienia tematyki oraz znajomosci literatury publikowanej w czotowych cza-
sopismach matematycznych. Swiadczy to o duzym potencjale naukowym Doktoranta.

Dlatego stwierdzam jednoznacznie, ze rozprawa spelnia wszystkie ustawowe i zwy-
czajowe wymagania stawiane pracom doktorskim.
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Warszawa, 27.02.2025 r.
Prof. dr hab. Jarostaw Mederski,

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Bogdana Petraszczuka
zatytutowanej
Regularity and Singularities in Nonlinear Elliptic Systems: A Study of n-Harmonic
Maps and H-Systems

Niniejsza recenzja dotyczy rozprawy doktorskiej mgra Bogdana Petraszczuka za-
tytulowanej Regularity and Singularities in Nonlinear Elliptic Systems: A Study of
n-Harmonic Maps and H-Systems przygotowanej na Wydziale Matematyki, Informa-
tyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego pod kierunkiem prof. dr. hab. Pawla
Strzeleckiego.

Rozprawa zostala napisana w jezyku angielskim i skiada si¢ z pieciu rozdzialow.
Zawiera réwniez streszczenie oraz bibliografic liczaca, 42 pozycje.

Rozprawa bazuje na wynikach uzyskanych w nast¢pujacych dwoch pracach:

o [39] Michat Migkiewicz, Pawet Strzelecki, Bogdan Petraszczuk: Regularity for so-
lutions of H-systems and n-harmonic maps with n/2 square integrable derivatives.
Nonlinear Analysis 232, (2023), 113289

e [41] Bogdan Petraszczuk: Prescribing singularities of weak solutions of a nonlinear
elliptic system in the plane, preprint arxiv.org/abs/2402.09224;

Pierwsza praca opublikowana jest w dobrym czasopi$mie specjalistycznym wspdlnie
z promotorem i dr. Migkiewiczem, za$ druga jest samodzielnym preprintem w trakcie
oceny w czasopismie Mathematische Zeitschrift. Warto zaznaczy¢, ze pierwsza publi-
kacja zostala juz trzykrotnie cytowana m.in. przez D. Martino i A. Schikorre w Bull.
Lond. Math. Soc. oraz Math. Ann. w 2024 roku. Moim zdaniem doktorant ma dobry
dorobek na tym etapie kariery naukowej.

Tematyka rozprawy dotyczy zagadnien odwzorowar harmonicznych i wktad w te
teori¢ majg Swiatowej klasy matematycy m.in. Bethuel, Brezis, Coron, Eells, Hardt,
Iwaniec, Lieb, Lin, Riviére, Schoen, Struwe, Uhlenbeck, Yau i jest rozwijana od kilku-
dziesigciu lat. Doktorant w rozprawie doktorskiej koncentruje si¢ na zbadaniu regular-
nosci stabych rozwigzan v € W*(B(0,1),R™) réwnania

(1) —div(|Vu["?Vu) = F(u, Vu),

gdzie B(0,1) jest kulg jednostkows w R”, za§ F jest nielinowym odwzorowaniem takim,
ze |F(u, Vu)| < C|Vu| dla pewnej statej C' > 0. Szczegolny nacisk potozono na analize
przeksztalcen n-harmonicznych oraz H-ukladoéw.



Opis rozprawy doktorskiej oraz gltéwnych wynikow.

Rozdzial 1 wprowadza pojecia H-ukladéw, regularno$é odwzorowar n-harmoni-
cznych w stabym sensie i przywoluje klasyczne wyniki m.in. z prac Riviére'a (Acta
Mathematica 1995), Strzeleckiego, Torro oraz Wanga z lat 90tych, oraz wynik Martino,
Schikorry z ostatnich dwoch lat. Omoéwiono trzy przypadki: p >n, p <norazp =n, z
naciskiem na ten ostatni krytyczny przypadek, ktory pozostaje nierozwigzany dla n >
9. Przedstawiono gléwne wyniki pracy: udowodnienie lokalnej regularnosci (ciggtosci
Holdera) rozwiazan H—ukladéw (Twierdzenie 1.0.1) i przekssztalceri n-harmonicznych
(Twierdzenie 1.0.2) w przestrzeniach W22 na kuli jednostkowej B(0,1) C R". Wyniki
te zawarte sa w pracy [39] i dotyczg wymiaru n > 2. W przypadku n = 2 wiadomo,
ze nawet ograniczone rozwigzanie réwnania (1) z analityczng prawg strong moze nie
mieé oczekiwanej regularnosci. Kolejny gtéwny wynik doktoratu (Twierdzenie 1.0.3),
to rozszerzenie przykladu Frehse’a z 1973 roku dla jednopunktowych osobliwosci na
przypadek z dowolnym zwartym zbiorem osobliwoéci zawartym w kuli B(0,7) C R2,
Jest to wynik z pracy autora [41], pokazujacy istnienie rozwigzania osobliwego na tym
zadanym zbiorze. W tym rozdziale znajdziemy cele rozprawy, ktére sg ambitne i dobrze
przedstawione oraz zachecajg do dalszej lektury.

Kolejny Rozdziat 2 stanowi wprowadzenie do kluczowych pojgé i przedstawia na-
rzedzia matematyczne wykorzystywane w pracy. Omoéwiono standardowe i utamkowe
przestrzenie Sobolewa, przestrzenie BMO i Hardy’ego oraz ich wlasciwodci. Szczegdlng
uwage poéwigcono nieréwnosci Gagliardo—Nirenberga z czynnikiem BMO udowodniong,
przez Strzeleckiego (Bull. London Math. Soc. (2006)) oraz narzedzie analityczne ja-
kim jest dekompozycja Riviére-Uhlenbecka, ktére beds wykorzystywane w kolejnych
rozdzialach.

W Rozdziale 3 autor rozwija przykltad Frehse’a (Math. Z. (1973)), wykazujac, ze
osobliwoéci rozwigzania réwnan eliptycznych typu (1) moga wystgpowaé w dowolnie
zadanym zbiorze zwartym. Mianowicie, mgr Petraszczuk udowadnia, ze dla dowolnego
zwartego podzbioru K C B(0,r) C R?, istnieje rozwigzanie u € W*(B,R?) N L%,
ktére jest osobliwe na K i gtadkie poza nim. Prawa strona réwnania (1) zadana jest
wzorem (3.0.2) z pracy Frehse’a, za$ lewa staje si¢ operatorem Laplace’a dla n = 2.
Rozwiazanie u jest granicg ciagu postaci

u = (sin(log fn), cos(log fn)),

gdzie

al 1
fte) = 3 eclon (=)

za$ {p; : i =1,...,00} jest gestym i przeliczalnym podzbiorem K. Zbiér osobliwosci
moze by¢ kontrolowany poprzez odpowiedni dobor {p;} i {a;}, co umozliwia precyzyjne
rozmieszezenie punktow nieciggloéci. Jesli N = 1 to u' pokrywa sie z konstrukcja
Frehes’a. Autor udowadnia, ze u” spelnia réwnanie poza zbiorem {p; :¢=1,...,N} i
analizujac ciagi (a,) pokazuje, ze u € W2(B(0,r)) N L*®(B(0,r)) jest poszukiwanym
rozwiazaniem w stabym sensie. Kluczowym tutaj elementem dowodu jest dekompozycja
funkcji testowych ¢ na czedci odpowiadajgce osobliwodciom i obszarom gtadkim. Jest
to rozdzial bazujacy na samodzielnej pracy autora [41].
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Rozdziat 4 skupia sig na badaniu regularnoéci lokalnej rozwiazan H-ukladéw w prze-
strzeniach Sobolewa W™/2?(B(0,1),R™). Autor rozwaza uktady eliptyczne z ograni-
czonymi funkcjami H spetniajacymi warunek Lipschitza. Podstawowym wynikiem jest
dowod, ze rozwigzania (1) dla H-uktadéw sg lokalnie Holderowskie. Kluczowym ele-
mentem analizy jest zastosowanie dekompozycji Hodge'a i wykorzystanie nieréwnogci
Sobolewa, z czynnikiem BMO. Rozdzial zawiera szereg technicznych i wymagajacych
krokéw, ktore opieraja si¢ na wynikach opublikowanych w pracy [39)].

Rozdzial 5 poswigcony jest przeksztalceniom n-harmonicznym, ktére sg stabymi roz-
wigzaniami u € W"/22(B(0,1), V') réwnania (1) z krytycznym wzrostem. B(0,1) C R™,
N jest rozmaitoscig, riemannowskg izometrycznie zanurzong w R™. Gléwnym rezulta-
tem jest udowodnienie, ze przeksztalcenia n-harmoniczne spelniaja lokalng regularnogé
Holderowska. Autor stosuje zaawansowane narzedzia analizy funkcjonalnej, w tym anty-
symetryzacje drugiej formy fundamentalnej rozmaitosci A, oraz dekompozycje Hodge’a
1 Riviére-Uhlenbecka. Rozdzial zawiera réwniez szczegOlows analize stabilnosci dekom-
pozycji Hodge’a bazujac na wynikach Iwanca (Ann. of Math. (1992)) oraz Iwanca i
Sbordone’a (J. Reine Angew. Math. (1994)). Podstaws, tych badan jest wspotautorska
publikacja [39].

Reasumujac, gtowne i najciekawsze wyniki rozprawy doktorskiej zawarte sg w Roz-
dziatach 3-5. Autor zaprezentowal i zastosowal zaawansowane techniki analizy regu-
larnosci rozwigzan ukladéw eliptycznych oraz przeksztalcen n-harmonicznych. Wyniki
z Rozdziatéw 4 1 5 spotkaly si¢ z zainteresowaniem $rodowiska matematycznego, m. in.
Martino i Schikorra uogélnili je w pracy Math. Ann. w 2024 roku. Pod wzgledem
redakeyjnym, rozprawa zawiera literéwki, niekonsekwentne oznaczenia, braki/btedy w
spisie literatury, ktorych nie bede wskazywal szczegblowo, gdyz nie wplywajg na praw-
dziwosé gltéwnych twierdzen.

Konkluzja. Rozprawe oceniam wysoko. Zagadnienia sg trudne, ambitne i stwier-
dzam, ze przedstawiona rozprawa doktorska mgra Bogdana Petraszczuka jest na wy-
sokim poziomie matematycznym, wnosi wartosciowy wkiad do aktualnej problematyki
badaweczej dotyczacej regularnoéci przeksztatcen harmonicznych. Osiggniecie interesu-
jacych i wymagajacych wynikéw w tej dziedzinie wymaga nie tylko bieglodci technicznej,
ale takze glebokiego zrozumienia tematyki oraz prac, ktére publikowane sg w bardzo
dobrych czasopismach. Swiadczy to o dobrym potencjale naukowym doktoranta. Dla-
tego stwierdzam jednoznacznie, ze rozprawa spelnia wszystkie ustawowe 1 zwyczajowe
wymagania stawiane rozprawom doktorskim.

Wnosz¢ o dopuszczenie mgra Bogdana Petraszczuka do dalszych etapow przewodu
doktorskiego.
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