Recenzja pracy doktorskiej B. Petraszczuka. Raz jeszeze,

Ponizsza recenzja powinna byé traktowana jako dodatek do mojej recenzji doktoratu B. Petraszczuka,
z dn. 10.01.2025r,

B. Petraszczuk przygotowal poprawki do swojej rozprawy doktorskiej. Skladaly se one z poprawok
dotyczacych uwag prof. Schikorry zwigzanych ze szezegélami rozdzialu trzeciego oraz poprawek zwis-
zanych z moimi uwagami.

Juz w poprzedioiej recenzji wnioskowalem o dopuszczenie mgra Petraszezuka do kolejnych etapéw
przewodu doktorskiego. Teraz, po dokonanych zmianach, robie to z jeszcze wigkszym przekonaniem.
Uwazam, e rozprawa speinia wszelkie ustawowe oraz zwycrajowe wymagania i wnioskuje o dopusz-
czetiie autora do kolejnych etapéw przewodu doktorskiego.

W ramach poprawek autor usunat bledy 7z czeéei wprowadzajacej, m. in. roskiad Helmholtza jest teraz
zaprezentowany prawidlowo. Autor dokonatl tez poprawek, o ktére wnioskowal prof. Schikorra, ja nie
mialem watpliwodci co do tez 7 tego rozdziaty, ich prezentacja takze wydawala mi sie wystarczajaco
jasna.

Wreszcie, w uwadze 4.0.4 autor odnidst si¢ do mojej najwickszej watpliwodci, Jestem tym odniesieniem
usatysfakcjonowany, teraz rozumiem szczegdty dowodu.

Oceniam rozprawe pozytywnie i przygotowuje pytania na obrone,
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Tomasz Cieslak, Warszawa, dn, 28.10.2025r.



Recengzja pracy doktorskiej mgra Bogdana Petraszczuka,
pt. Regularnosé i osobliwodei w nielimiowych eliptycznych
uktadach réwnan czastkowych: mapy n-harmoniczne i H
uktady.

Mgr Bogdan Petraszczuk przedstawil rozprawe doktorska napisang pod
kierunkiem Pawla Strzeelckiego w szkole doktorskiej Uniwersytetu Warszaw-
skiego. Rozprawa dotyczy, z jednej strony regularnodei rozwigzan H ukladow
oraz map n-harmonicznych, z drugiej podaje przyklad osobliwego rozwia-
zanla pewnego konkretnego ukladu réwnaf czgstkowych. Poza rozdzialem
wprowadzajqcym, rozprawa sktada sie z czterech czedel. Najbardziej obfity
Jest rozdzial wprowadzajacy znane po Jecla t wyniki, ktérymi autor postuguje
sig w regularnoéciowe] czeéci pracy, to rodzial drugi. Nastepnie, w rozdzia-
le trzecim autor przedstawia przykiad rozwigzania uktadu wprowadzonego
przez Frehsego, ktére jest osobliwe na dowolnym zwartym podzbiorze pewnej
nieduzej kulki. Ten rozdzial oparty Jest na autorskiej publikacji. Wreszcie,
w czwarte] czgsci pracy mamy dowéd hélderowskie] ciaglosci rozwiazania I
uktadu, ktére a priori jest Wn/2:2 regularne. Ten rozdzial, podobnie jak
ostatni rozdzial piaty, traktujacy o holderowskiej cigglodci n harmonicz-
nej mapy, ktéra a priori jest W22 vegularna, jest wynikiem wspblpracy
B.Petraszczuka z promotorem oraz Michalem Migkiewiczem.

W pierwszej czgéel recenzji oméwie wyniki uzyskane przez kandydata.
Zaczng od rozdzialu trzeciego, nasteprie oméwie rozdzialy czwarty i piaty,
aby na koniec odnieéé sie do rozdziatu drugiego. W ostatniej czedci recenzji
przedstawie swoja opinig o pracy oraz konkluzje w kwestii dopuszczenia
autora do kolejnych etapéw przewodu doktorskiego.

W rozdziale trzecim B.Petraszezuk pokazuje, ze uktad réwnaf

(1) Au = F(u,Vu),

gdzie u = (u1,up), Flu, Vu) := (—EWWUP,Z%WMQ} na dziedzi-
nie, ktéra jest odpowiednio maty, kuls na plaszczyinie, dla dowolnego zwar-
tego podzbioru K dziedziny, posiada stabe rozwiazanie, ktére jest nieciggle
na K. Zaprezentowany wynik, z samodzielne]j pracy, to modyfikacja przykla-
du z 1972 roku pochodzacego od Jensa Frehse. Modyfikacja to nietrywialne
przeksztaicenie jawnego wzoru na rozwigzanie uzyskanego przez J.Frehsego,
dzigki ktéremu autor jest w stanie sprawdzié, ze mamy do czynienia ze sta-
bym rozwiazaniem (1), ktére jest odpowiednio nieregularne.

Przyklad bazuje mocno na pomysle Frehsego. O ile w 1972 roku przykiad
Frehsego byt glosem w kwestii ewentualne]j osobliwosci map harmonicznych,
o tyle dzié, kiedy od pracy Heleina z 1991 roku wiemy juz, ze mapy stabo
harmoniczne w dwéch wymiarach sg ciggle, uklad réwnan (1) traci swoje
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znaczenie jako uklad pomocniczy, a sam nie jest skupiajacym uwagg obiek-
tem badaf.

Rozdzialy czwarty i piaty, oparte na wspblnej publikacji z P.Strzeleckim
i M.Miékiewiczem, to twierdzenia o hoélderowskie] ciaglodei stabych rozwia-
zah (a priori klasy w22} H ukladu (rozdzial 4) oraz map n harmonicznych
(rozdzial 5) w wymiarach n > 2. Oba te rozdzialy s w moim przekonaniu
bardziej interesujace niz rozdzial trzeci. Oba wpisuja si¢ w nurt wspdicze-
snych badafi. Choé delikatnie zaznacze, ze w moim przekonaniu, to mapy
harmoniczne sg bardziej naturalnym obiektem do badania od map n har-
monicznych czy H uktadéw. Natormiast, rozdzialy czwarty 1 piaty wymagaja
od autora swobodnego operowania bardzo trudnymi i subtelnymi metodami
i oszacowaniami. Wickszoéé materiatu, ktéry potrzebny jest w tych roz-
dziakach, opisana jest w rozdziale drugim, o ktérym za chwile. Powinienem
raznaczyé, ze rozdzialy czwarty 1 platy pochodza ze wspélnej pracy autora
ze specjalistami w dziedzinie map harmonicznych, ktérzy bardzo biegle po-
stuguja sie wykorzystanymi trudnymi pojeciami. To utrudnia oceng wkiadu
autora i generuje wiele naturalnych pytan na obrong.

Pozwole sobie pokrétce opisaé strategie dowodu holderowskiej ciagloéei
7 rozdziaty czwartego i wspomnie¢ o koniecznych modyfikacjach w rozdzia-
le pigtym. Sama holderowska regularnoéé uzyskana jest jako konsekwencja
oszacowania tempa wygasania gradientu rozwigzania na kulkach. Uzyskanie
takiego wyniku wymaga kilku nietrywialnych krokéw. I tak w czwartym roz-
dziale autor najpierw przygotowuje odpowiednig funkcje testujaca (juz na
tym poziomie przydatny jest lemat Iwahca o stabilnodci rozkladéw Weyla).
Nastepnie, uzyskane jest oszacowanie wielkosci
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dzieki, po pierwsze podparciu nig od dotu lewej strony H uktadu. To wy-
maga uzycia wezefniej przygotowane] funkeji testujacej. Ale procedura jest
bardzie] wymagajaca, wykorzystuje sig tam ponownie lemat Iwaica. Nastep-
nie, bardziej skomplikowany i nie tak elegancki argument pozwala znalezé
oszacowanie prawej strony H ukiadu przez pewng wielkosé zwiazang z {(2).
Ostatnia procedura to zmudne i mocno nietrywialne rachunki, ktére uzy-
waja m. in. lematu komutacyjnego Coifmana-Rochberga-Weissa, dualnosci
Feffermana czy nieréwnosci interpolacyjnych z czlonem z BMO. Wreszcie,
na stronie 92 pewien bootstrapping prowadzi do oszacowan typu Campanato
i holderowskiej ciaglosel. .

Rozdzial piaty bazuje na szacowaniu tej same] wielkoéci (2). Jest jednak
jeszcze bardziej skomplikowany. Tym razem potrzeba dodatkowo uzy¢ pew-
nej formy rozktadu Uhlenbeck-Riviere’a, potrzebny jest tez rozklad Hodge'a
(pracujemy na formach rézniczkowych) 1 wzmocnienie lematu komutacyjne-
go z pracy Iwaiica i Sbordone.

Mam dwie krytyczne uwagi do tej czgéci pracy: nie rozumiem trzeciej

nieréwnoéci w (4.0.17). Zdaje sig, ze szacujemy tam S |qbi’11—:: przez [ |¢ —
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[qb]j%—_: Czy nieréwnosé zachowa sig po odjeciu Sredniej przez jakied specjalne
wilasnosci ¢ czy moze istotny jest tu fakt, e powyisze calki sg po réznych
zbiorach? Ponadto, na poczatku dowodu Lematu 4.0.5 autor pisze o dwdch
funkejach testujacych ¢ i ¢;. Ale potem w dowodzie jest chyba uzyta tylko
jedna z nich?

Na koniec cheiatbym jeszcze powiedzieé o roadziale drugim. Mgr Petrasz-
czuk podejmuje wysitek wprowadzenia, czytelnika doktoratu w ciekawe i nie-
trywialne metody analizy konieczne w studiowaniu map harmonicznych. Z
jednej strony mamy opisany pomyst Heleina antysymetryzacji prawej stro-
ny réwnania, ktéry to byl podstaws, wraz z BMO — H' div-curl lematem,
uzyskania ciaglofci map slabo harmonicznych. Jest podrozdzial podwieco-
ny przestrzeniom Hardy’ego, nieréwnosciom interpolacyjnym z BMO. Ma-
my przedstawienie lematu komutacyjnego Coifmana-Rochberga-Weissa oraz
opisany trik Iwafica. Wreszcie, jest opisana trudna i nietrywialna konstruk-
cjarozkladu Uhlenbeck-Riviere’a. Mam jednak kilka uwag krytycznych, gdyz
wydaje mi sig, Ze autor nie ustrzegt sie kilku niedociggnieé (choé ten rozdzial
ogélnie bardzo mi si¢ podoba).

Po pierwsze, na stronach 41, 42, kiedy autor pisze o rozkladzie Hodge'a,
na str. 42 jest uwaga, e w przypadku rozkladu Helmholtza (czyli dla p = 2)
czgscl bezdywergencyjna i gradientowa sa ortogonalne. To nie jest prawda
dla obszaréw ograniczonych bez ustalonych (bardzo konkvetnych) warunkéw
brzegowych. R we wzorze (2.6.17) nie jest zdefiniowane. Gdy mowa o for-
mach rézniczkowych, we wzorze (2.6.30), operacja § nie jest zdefiniowana.
We wzorze (2.6.6) brakuje xd,,u po lewej stronie. We wzorze (2.5.31) suma
powinna chyba by¢ do m, a nie n. Wreszcie, nie rozumiem dlaczego autor
wycigga norme L™ atomu ay, przed calke w {2.3.11). Atomy zdefiniowane
sg na stronie 26, zgodnie z definicja nie muszg, byé ograniczone.

Odpowiednia ustawa nakazuje stwierdzi¢, w przypadku pozytywnej opinii
0 rozprawie, problem badawczy rozwiazany przez autora. Jedli mysleé o wy-
nikach rozdzialu trzeciego, samodzielnej pracy autora, to oczywiscie mozna
by uznaé, %e problemem badawczym bylo uzyskanie odpowiedzi na pytanie,
czy uklad (1) moze posiadaé roswigzania, ktére s osobliwe na wigkszych
zbiorach. Na tak postawione pytanie antor odpowiada. Mnie jednak nie do
kofica przekonuje, ze warto stawiaé taki problem badawczy w roku 2020.
Ukiad Frehsego byl interesujacy przed wynikiem Heleina. Dzig pytanie o
wielkos¢ osobliwosci w (1) jest umiarkowanie interesujace.

Niewatpliwie jednak kwestia regularnoéci stabych rozwiazah H ukladdw
czy map n harmonicznych to jest aktualny problem badawczy. Praca kandy-
data zawiera wyniki odpowiadajace na takie pytanie. Sg to wyniki wspélne,
to prawda, ale myglg, Ze te wyniki oraz samodzielny wynik na mniej intere-
sujacy temat, to wystarczajaco dugo, aby wnioskowaé o dopuszezenie mgra
Petraszczuka do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Zatem wnioskuje
o dopuszezenie kandydata do kolejnych krokéw w praewodzie doktorskim.
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Warszawa, dn. 10.01.2025r.
dr hab. Tomasz Cieslak



