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Zadania z RP 2. seria 1.

. Dla x € R", niech d, oznacza miare Diraca, skupiong w punkcie x.

Wykazaé, ze dla dowolnego ciggu z,, € R" zachodzi

0z, = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy z,, — x.

Poda¢ przyktad rozktadéw prawdopodobienstwa pu,, u, takich, ze u,, =
w, ale p,(A) - u(A) dla pewnego zbioru A.

Niech S bedzie przeliczalnym podzbiorem R", za$ ., it - miarami pro-
babilistycznymi skupionymi na S. Wykazaé, ze

a) jesli dla kazdego = € S, u,({z}) — u({z}), to pn, = p,

b) jesli S ma tylko punkty izolowane, to implikacje z punktu a) mozna
odwrdcié,

c) punkt b) jest nieprawdziwy, jesli opuscimy zalozenie, ze kazdy
punkt zbioru S jest izolowany.

Niech B(p,n) oznacza rozktad Bernoulliego o n prébach z prawdopo-
dobienstwem sukcesu p, a Poiss(\) - rozktad Poissona z parametrem A.
Wykazaé, ze jesli p,n — A, to B(p,,n) = Poiss(\).

Niech f,, f oznaczaja odpowiednio gestosci rozktadow prawdopodo-
bienstwa pu,, u na R". Wykazaé, ze jesli f, — f p.w., to u, = u,
ale niekoniecznie na odwrot.

. Wykazaé, ze zmienne losowe majace gestosci moga zbiega¢ do statej.

Udowodnij, ze N(a,,02) = N(a, c?) wtedy i tylko wtedy, gdy a,, — a,
2 2

. — 0.
Niech zmienne losowe X,,, X beda okreslone na jednej przestrzeni pro-
babilistycznej. Wykazaé, ze jesli X, B X (zbieznos$¢ wg prawdopodo-
biefistwa), to X,, = X, ale implikacja odwrotna nie musi by¢ prawdzi-
wa.

. Wykazaé, ze jesli X,, = ¢, dla pewnej statej c, to X, LA

Podac¢ przyktad ciggu dystrybuant F,,, zbieznego punktowo do funkcji,
ktora nie jest dystrybuanta.



11.

12.

13.

Podaé przyktad ciagu zmiennych losowych X,,, zbieznego wg rozktadu,
takiego, ze odpowiadajacy mu ciag dystrybuant nie zbiega punktowo
do dystrybuanty rozktadu granicznego.

Udowodni¢ twierdzenie Diniego: jesli ciag dystrybuant F), zbiega punk-
towo do dystrybuanty ciggltej F', to zbieznos¢ jest jednostajna. Czy
zalozenie cigglosci F' jest istotne?

Wykazaé, ze jesli dla wszystkich n, X,, jest niezalezne od Y, oraz X
jest niezalezne od Y, to (X,,Y,) = (X,Y).



Zadania z RP 2. seria 2.

. Obliczy¢ funkcje charakterystyczne rozktadow

(a) dyskretnych - dwupunktowego, geometrycznego, Bernoulliego, Po-
issona;

(b) ciagtych - normalnego, jednostajnego, wykladniczego, dwustron-

nego wyktadniczego, Cauchy’ego.

. Przy pomocy funkcji charakterystycznych sprawdzi¢, ze zmienna losowa
> on>12 ", ma rozklad jednostajny na przedziale [—1,1].

. Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze P(X € Z) = 1. Pokaz, ze dla
kazdego n € Z,

1 21 .
P(X =n) / e "o (t)dt.
0

T or

. Pokaza¢, ze kombinacje wypukte funkcji charakterystycznych sg funk-
cjami charakterystycznymi.

. Wiadomo, ze ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej
X. Czy funkcjami charakterystycznymi sa : o2, Regp, |¢|?, |o|?

. Udowodni¢, ze jesli funkcja charakterystyczna zmiennej losowej ma dru-
ga pochodng w zerze, to EX? < oo.

. Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a Wykazac, ze jesli X jest zmien-
na losowa o rozkladzie ciagtym, to ¢x(t) — 0, gdy [t| — oc.

. Udowodnié¢, ze p(t) = e~ nie jest funkcja charakterystyczng dla o >
2.



Zadania z RP 2. Seria 3.

. Dana jest rodzina rozktadéw

a) wykladniczych {Exp(\) : A € A}, A C Ry,
b) jednostajnych {U(a,b):a,be A, a <b}, ACR.

Jaki warunek musi spetnia¢ zbiér A, aby ta rodzina byta ciasna?

. Zmienne X, Y sg niezalezne, przy czym X i X + Y maja rozktady
normalne. Udowodni¢, ze zmienna Y ma takze rozktad normalny lub
jest stata p.n.

. Zmienne X, Y, € sg niezalezne, przy czym X, Y maja rozktad wy-
ktadniczy z parametrem A, a rozktad e zadany jest nastepujaco: P(e =
+1) = % Wykazaé, ze zmienna X —Y ma ten sam rozktad, co zmienna
eX.

. Zmienne losowe X, Y sg niezalezne, przy czym X ma rozktad jedno-
stajny U(0, 1), natomiast Y ma rozktad zadany nastepujaco:

Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + Y.

. Dany jest ciag (X,,), zmiennych losowych zbiezny wedtug rozktadu do
X oraz dwa ciagi liczbowe (a,,), (b,). Wykazaé, ze jesli a,, — a oraz
b, — b, to zmienne a, X, + b, zbiegaja stabo do a X + b.

. Zmienne losowe X7, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja ten sam rozktad,
przy czym zmienna X; + Xs+. ..+ X, ma rozklad NV (0,1). Wyznaczy¢
rozktad zmiennych X;.

. Dla n > 1 zmienna X,, ma rozktad geometryczny z parametrem p, €
(0,1). Wykazaé, ze jesli (a,), jest takim ciagiem liczb dodatnich, ze
a, — 0, p,/a, — X > 0, to zmienne a,X,, zbiegaja stabo do rozkladu
wyktadniczego z parametrem .

. Niech X bedzie zmienna o rozkladzie jednostajnym U(—1, 1). Rozstrzy-
gnac, czy istnieje zmienna Y, niezalezna od X, taka, ze rozktady zmien-
nych X 4+ Y i 2Y sa takie same.

4



9. Zmienne X, X5, ... sg niezalezne i majg rozktad Cauchy’ego. Wy-
kazaé, ze zmienne Y, = %maxlgign X, zbiega wedlug rozktadu do <

Yo
gdzie Y jest zmienng o rozktadzie Exp(%).



Zadania z RP 2. seria 4.

. Udowodnij, ze uktad trojkatny X, , = %, 1 <k <n,gdzie X,,, n =
1,2, ..., saniezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie,
spetia warunek Lindeberga.

. Dane sg niezalezne zmienne losowe X1, X, ..., o wspolnym rozktadzie
z wartoscig oczekiwana rowna 0 i dodatnia wariancja. Wyznaczy¢ w za-
leznosci od a,a € R

> a) .

. Zmienne losowe X7, X5, ... sa niezalezne, maja ten sam rozktad taki,

ze EX; =0, Var(X) = 1. Zbadaé zbieznos$¢ wzgledem rozktadu ciagow

V(Xi+ ..., X,) Vo X+ ...+ X,
X+ X0 " XX

lim P
n—oo n«

<'X1+...+Xn

U, =

. Powiemy, ze uktad trojkatny (X, ;) spelnia warunek Lyapunowa,

kn
lim Y E[X,; — EX,:[*" =0.
k=1

Wykazaé¢, ze warunek Lyapunowa implikuje warunek Lindeberga.

. Rzucono 1000 razy kostka. Oszacowaé prawdopodobienstwo, ze suma
wyrzuconych oczek bedzie zawarta miedzy 3410 a 3590.

. Niech X1, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi, ze
P(X,=4+1)= }(1 — i), P(X, =4n)= i
2 n? 2n?
Wykazac, ze
X1+ ...+ X, = N(0,1),

\/ﬁ
ale Var(X,,) — 2.

. Niech X bedzie catkowalng z kwadratem zmienng losowsa, taka, ze
X ~ Y—\;%Z, gdzie Y, Z - niezalezne kopie X. Wykazaé, ze X ma roz-

ktad N(0,02).



8. (x) Niech X ~ N(0,1). Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji gladkiej
o zwartym nosniku f: R — R, zachodzi

Varf(X) < E|f'(X)]*.



Zadania z RP 2 - seria 5

. Niech X, X1, X5, ..., X,, beda niezaleznymi wektorami losowymi o tym
samym rozktadzie, przy czym EX = 0 i wspotrzedne wektora X maja
skonczone wariancje. Znalez¢ rozktad graniczny dla ciggu wektorow

losowych
X1t Xy

vn

. Wykazaé, ze jesli X 1Y sg niezaleznymi zmienymi losowymi o rozkta-
dzie jednostajnym na (0, 1), to

U=/—2log X cos(2nY), i V =4/—2log X sin(27Y)

sq niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu N (0, 1).

Zn

. Niech N bedzie zmienng losowa o rozktadzie Poissona z parametrem .
Znajdz rozktad zmiennej

_ ZkN:1 Xk
VN

gdzie Xy i.i.d. z rozktadu N(0,1).

Z

PP . R COS(’i—j)
. Udowodnij, ze macierz a; ; = i)

$lona.

1 < 4,5 < n jest dodatnio okre-

Uwaga. Jesli macierze (a;;), (bi;) se dodatnio okreslone, to (a;;b; ;)
rowniez.

. Wykazaé, ze dla rzeczywistej funkcji charakterystycznej zachodzi nie-
rOWnNosé

1+ ¢(2t) > 2(o(1))*.
. Niech X} beda zmiennymi losowymi niezleznymi z rozktadu:

(a) geometrycznego;
(b) wkladniczego z parametrem \;

(¢) (%) normalnego N (0, 1).



10.

Znajdz funkcje charakterystyczng zmiennej losowej
Zy:=if{k>1: Y X;>a},
k=1

gdzie a > 0 jest pewng liczbg rzeczywista.

Zmienne losowe X; sa niezalezne i maja ten sam rozktad: P(X; = a) =
P(X; = 1/a), przy czym a > 1. Zbadaé¢ zbiezno$¢ wedtug rozkladu
zmiennych losowych Z, = (X;...X,,)"/V".

. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna wektora losowego AX + b zakta-

dajac, ze znamy funkcje charakterystyczng wektora X.

Udowodnié¢, ze jedli zmienne X k = 1,2, ..., sa niezalezne z tego samego
rozktadu, EX};, = 0, EX? = 02, f jest rézniczkowalna w zerze, to

Va(f(Yn) = £(0)) -2 N(0, o (0)),
gdzie Y, = (X1 + ... + X,,).

Niech Xj beda niezaleznymi zmiennymi losowymi gaussowskim o tym
samym rozkladzie. Udowodnij, ze zmienne S, = %(Xl + ..+ X, i
D, = X((X1 — Sp)% + ... + (X, — S,)?) sa niezalezne.

Uwaga. Jest to statystyczna charakteryzacja rozkladu normalnego.
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Zadania z RP 2 - seria 6

. Niech ([0, 1], B([0, 1]), | -|) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a F be-

dzie o-cialem generowanym przez zbiory [0, 3), [3,2). Zmienna losowa

X dana jest wzorem X (w) = w. Wyznaczy¢ E(X|F).
Zmienne losowe X, Y sg niezalezne i maja rozktady

a) Poissona z parametrami A, p, odpowiednio,

b) Bernoulliego B(n,p), B(m,p), odpowiednio.
Wyznaczy¢ E(X|X +Y).

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny U([0,n]). Wyznaczy¢ E(X |[X]),

gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x.

Poda¢ przyktad niezaleznych zmiennych losowych X, Y i o-ciata F
takich, ze

E(XY|F) # E(X|F)E(Y|F).
Niech X, Y beda zmiennymi losowymi, a F bedzie o-cialem. Udowod-
nic, ze

E(EX|F)Y)=EXE(Y|F)).

Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozktad jednostajny U(0, 1).
Wyznaczy¢

a) E(X —Y|X +Y),
b) E(X +Y|X —Y).

Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i E(X|X +Y) = X. Czy wynika
stad, ze Y jest stata p.n.?

Udowodni¢, ze zmienna losowa X ma rozktad symetryczny wtedy i tylko
wtedy, gdy E(X|X?) = 0.

Zmienne X, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja ten sam rozktad. Wy-
Znaczyé E(X1’X1 + XQ + ...+ Xn)

Zmienne X, Y sa niezalezne i maja rozktad N(0,1). Wyznaczy¢

10



a) E(X|aX 4 bY), gdzie a, b sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi
takimi, ze (a,b) # (0,0),

b) E(XY]X +Y).

11



Zadania z RP 2 - seria 7.

. Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, za$ f mierzal-
ng funkcja dwu zmiennych, taka ze E|f(X,Y)| < oo. Udowodnié, ze
Ia(f()(aif)lj() ::IBYﬂf(){vif) p-1.

. Niech Xy, X5, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspélnym
rozkladzie, E|X1| < 00, S, = X1 + ...+ Xy, F = 0(Sn, Sng1s---).
Wyznaczyé E(X;|F,) dlai,n > 1.

. Poda¢ przyktad zmiennych losowych X, Y, ktére nie sg niezalezne, ale
E(X]Y)=EX.

. Niech Xy, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o sredniej 0.
Zdefiniujmy S,, = X; + ... + X, oraz Z,, = S§% — VarS,,. Wykazac¢, ze
(Zn,0(X1,...,X,)) jest martyngatem.

. Niech X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
ktadzie i éredniej 0, F,, = o(X, ..., X,). Zdefiniujmy
Zy=0, Zn=73 Xp X
k=1
Udowodnié, ze (Z,,F,) jest martyngatem.

. Niech & (i = 1,2, ...) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkta-
dzie P(§, =1)=p, P(§ =—-1) =q=1—p. Niech F,, = 0(&1,...,&)

oraz
q £1++£n
p

Wykazaé, ze ciag (Z,, F,) jest martyngatem.

. Niech 71, 75 beda momentami stopu. Udowodni¢, ze momentami stopu
sg takze 71 A 15 oraz T V Ty.

. Niech (F})ten bedzie filtracja, zas (X;)ien ciagiem zmiennych losowych,
adaptowalnym do tej filtracji. Niech 7 oznacza moment pierwszej wizy-
ty ciagu X; w zbiorze borelowskim B. Wykazaé, ze 7 jest momentem
zatrzymania.

12



10.

11.

12.

Niech (X;) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkta-
dzie U0, 1]. Zdefiniujmy 7 = inf{n: X; + ... + X,, > 1}. Wyznaczy¢
ET.

Poda¢ przyktad momentu zatrzymania 7, takiego, ze o(7) # F..

Niech S, = >, ¢;, gdzie €;, €2 . .. - niezalezne zmienne Rademachera.
Niech 7 = inf{n: S, = 1}. Wykaza¢, ze ET = 0.

Rzucamy kostka tak diugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalezc¢
warto$¢ $rednig sumy wyrzuconych oczek.

13



Zadania z RP 2. seria 8.

. Schemat Poyla: W urnie znajduje sie b kul biatych i ¢ kul czarnych.
Losujemy kule i zwracamy ja z powrotem, doktadjac jeszcze a kul te-
go samego koloru co kula wylosowana. Nastepnie powtarzamy to do-
swiadczenie z ta nowa konfiguracja kul, itd. Niech Xy = b, X,, = liczba
wyloswanych kul bialych w urnie po n losowaniach, n = 1,2, ... Poka-
zac, ze frakcje kul biatych, tzn. (; +§$m)?fzo tworzg martyngal wzgledem
naturalnej filtracji.

. Student X, jeden z 15-tu zdajacych egzamin, zna odpowiedz na 10
pytan z 30, ktore sa wylosowywane przez kolejno zdajacych studen-
tow 1 ktore nie sg powtdrnie uzywane. Od studentow, ktorzy juz zdali
student X dwowiaduje sie ktére pytania zostaty juz wyloswoane. Jaka
jest optymalna strategia (w ktérym momoencie wejsé na egzamin) by
szanse na zdanie byty najwieksze?

. Dwaj gracze rzucaja moneta (by¢ moze niesymetryczna). Kapital po-
czatkowy gracza A wynosi a ztotych, gracza B b ztotych. Gra si¢ konczy,
gdy jeden z graczy jest zrujnowany. Policz prawdopodobienstwo ruiny
dla kazdego z graczy.

. Udowodni¢ wersje tozsamosci Walda: jesli X, ..., X,, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie, EX? < co, ET < o0,

E(S, — 7EX;)? = ErVarX;.

. Policz sredni czas oczekiwania na ruine ktoregos z graczy w symetrycz-
nym zgadnieniu ruiny.

. Rozwazmy ruine gracza z barierg odbijajaca w zerze i pochtaniajaca w
N. Gracz startuje z kapitatu k. Policz sredni czas trwania tej gry.

. Niech 7 i 0 beda momentami stopu wzgledem filtracji (F;)ier. Udo-
wodnij, ze jesli 7 < o to F, C F,.

. Zauwaz, ze jesli (X, Fi)ier jest nadmartyngatem (martyngatem) pra-
wostronnie ciagtym to (Xar, Fy)ier réwniez.

. Pokaz, ze jeSli X} jest martyngatem, to |Xj| jest podmartyngatem.
Zauwaz, ze jesli X} jest podmartyngatem, to | Xx| nie musi nim by¢.

14
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13.

14.

15.

Ciag (X,) jest martyngatem. Zbadaé¢, czy sa pod- nadmartyngatami
ciggi: a) (|X,|P)n p = 1; D) (Xpn Aa)n; o) (X, Va),; (X3),.

n

Niech X} bedag niezaleznymi zmiennymi o rozkltadzie wyktadniczym.
Definiujemy zmienne N, := inf{k > 0: X, + .. X} < m}. Pokaz, ze
N,, —m jest martyngatem o Sredniej 0.

Niech (U,), bedzie ciagiem Bernouliego. Niech F(Uy, ..., U,) i niech
Zn — ea(U1+...+Un)—(na2/2)'

Udowodnié, ze (Z,,F,) jest nadmartyngatem. Zbadaé¢ zbieznosé ciagu

(Z,) prawie na pewno i w L;.

Pokaza¢ na przyktadzie, ze ze zbieznosci martyngatu wedtug prawdo-
podobienstwa nie wynika zbieznos$¢ prawie na pewno.

Niech [y |f(z)|dx < co. Definujemy

D2 k k41
@) =2" [ Sy, Vi <<

k2—n 2n AL

L k=0,1,..,2"—1,

dlan =1,2,... Udowodni¢, ze f,(x) — f(x) prawie wszedzie i w L;.

Niech &;,&, ... beda i.i.d > 0 o rozkladzie niejednopunktowym takie,

ze E& =1 oraz
ITve =0
n=1

Woéwcezas zmienne X,, = &;...&, tworza martyngal zbiezny do 0 prawie
na pewno, ale nie w Ly .

15



Zadania z RP 2 - seria 9

1. Macierz przejscia tancucha Markowa (X,,),, na przestrzeni £ = {1, 2, 3,4}
dana jest nastepujaco:

1 1
O
P=|4 2 . 1
3 003
0550

a) Zakltadajac, ze Xy = 1 p.n. obliczy¢ prawdopodobierfistwo tego, ze
X, bedzie w stanie 2 przed stanem 4.

b) Zakladajac, ze Xy = 3 p.n. obliczy¢ warto$é oczekiwang czasu
dojscia do stanu 2.

¢) Wyznaczy¢ rozktad stacjonarny.

d) Czy tancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny?

2. Rzucamy kostka tak dtugo, az pojawi sie ciag 16 lub 66. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze ciag 16 pojawi sie wczesniej?

3. Naukowiec majacy r parasoli wedruje miedzy domem a biurem, za-
bierajac ze soba parasol (jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (
prawdopodobienistwo p), lecz nie przy bezdeszczowej pogodzie ( praw-
dopodobienstwo ¢ = 1 — p). Niech stanem tancucha Markowa bedzie
liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu na to, czy nauko-
wiec jest w domu, czy w miejscu pracy. Skonstruowaé¢ macierz przejécia
i znalez¢ rozktad stacjonarny. Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo
zmokniecia naukowca w danym (odlegtym) dniu, a nastepnie wykazac,
ze 5 parasoli jest w stanie ochroni¢ go w 5% przed zmoknieciem (dla
dowolnego p).

4. Rzucamy symetryczna moneta az do momentu, gdy wyrzucimy pod
rzad cztery orty. Obliczy¢ warto$é¢ oczekiwana liczby wykonanych rzu-
tow.
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5. Zmienne Yy, Y7, Y5, ... sa niezalezne i maja ten sam rozktad geome-
tryczny z parametrem % Ciag zmiennych X, X, ... jest okreslony na-
stepujaco: Xg =1 p.n., adlan > 0,

v jedi Y, =1,
ETXLY, jedli Y, £ 1

a) Wykazaé, ze (X,,), jest nieprzywiedlnym tancuchem Markowa.

b)

¢) Udowodni¢, ze wszystkie stany sa powracajace.
)

d

Czy tancuch ten jest okresowy?

Niech N bedzie duza liczba naturalna. Wyznaczy¢ prawdopodo-
bienstwo tego, ze Xy nie przekracza 3.
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