10.
11.

12.

Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 1

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb z,,, x,

0z, = 0, wtedy 1 tylko wtedy, gdy x, — =.

Wykaz, ze L 30| 6/, = A, gdzie X jest miarg Lebesgue’a na [0, 1].

Poda¢ przyktad rozktadéw prawdopodobienstwa u.,, u, takich, ze u, = w,
ale p1,(A) - p(A) dla pewnego zbioru A.

Wykaz, ze:

a) jesli X, — X p.n., to X,, = X

b) jedli X,, — X wedlug prawdopodobienistwa, to X,, = X;

c) jesli X,, = ¢, gdzie ¢ jest stala, to X,, — ¢ wedlug prawdopodobienstwa.

Zmienne losowe X,,, X przyjmuja tylko wartosci catkowite.

a) Wykaz, ze X,, = X wtedy i tylko wtedy gdy P(X,, = k) — P(X = k)
dla wszystkich liczb catkowitych k.

b) Czy z istnienia granic lim,_.., P(X, = k) dla k calkowitych wynika
zbieznos¢ X,, wg rozktadu?

Czy teza punktu a) poprzedniego zadania si¢ zmieni, jesli zmienne X,
przyjmuja warto$ci wymierne?

Niech Bin(p,n) oznacza rozklad Bernoulliego o n prébach z prawdopo-
dobienstwem sukcesu p, a Poiss(\) - rozklad Poissona z parametrem .
Wykaz, ze jesli p,n — A, to Bin(p,,n) = Poiss()).

Podaj przyklad ciagu dystrybuant F),, zbieznego punktowo do funkcji,
ktéra nie jest dystrybuanta.

Podaj przyktad ciagu zmiennych losowych X,,, zbieznego wg rozktadu,
takiego, ze odpowiadajacy mu ciag dystrybuant nie zbiega punktowo do
dystrybuanty rozktadu granicznego.

Wykaz, ze zmienne losowe majace gesto$ci moga zbiega¢ do stale;j.

Niech X bedzie niezdegenerowana zmienna losowa. Wykaz, ze zmienne
anX + b, zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej aX + b wtedy i tylko
wtedy gdy a,, — a i b, — b.

Udowodnij, ze N(a,,02) = N(a,o?) wtedy i tylko wtedy gdy a, — a,

2 2
o, —0°.
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. Niech g,,g oznaczaja odpowiednio gestosci rozkladéw prawdopodobien-
stwa pn, u na R™. Wykazaé, ze jesli g, — g p-w., to p, = u, ale nieko-
niecznie na odwrét.

. Wykaz, ze rodzina rozkladéw normalnych N (a,,c?2) jest ciasna wtedy i
tylko wtedy gdy sup,, |aa|, sup, 02 < co.

. Dana jest rodzina rozkladéw
a) wyktadniczych {Exp(\) : A € A}, A C Ry,
b) jednostajnych {U(a,d) : a,b € A, a < b}, ACR.
Jaki warunek musi spetniaé¢ zbiér A, aby ta rodzina byla ciasna?

. Wykazaé, ze jesli dla wszystkich n, X,, jest niezalezne od Y,, oraz X jest
niezalezne od Y, to (X,,,Y;,) = (X,Y).

. Udowodnij, ze jesli X,, = X, p > 0 oraz sup,, E|X,,|? < 0o to E|X|P < oo,
ale niekoniecznie E| X, |P — E|X|P. Jest to jednak prawda gdy dla pewnego
e >0, sup,, E|X,,[PT¢ < .
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. Oblicz funkcje charakterystyczne rozkltadéw

i) dyskretnych - dwupunktowego, geometrycznego, Bernoulliego, Poissona;
ii) ciaglych - normalnego, jednostajnego, wykladniczego, dwustronnego
wyktadniczego.

. Ktére z nastepujacych funkcji sa funkcjami charakterystycznymi: cost,

2 1 it\2 14cost 1
cos®t, (1 +e")?, 528, o= 7

. Przy pomocy funkcji charakterystycznych sprawdz, ze jesli e,, sa niezalez-
nymi symetrycznymi zmiennymi losowymi przyjumjacymi wartosci +1, to
zmienna losowa ) -, -, 27", ma rozklad jednostajny na przedziale [—1, 1].

. Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze P(X € Z) = 1. Pokaz, ze dla
kazdego n € Z,

1

P(X:n):%

2
/ e Moy (t)dt.
0

. Pokaz, ze kombinacje wypukle funkcji charakterystycznych sa funkcjami
charakterystycznymi.

. Wiadomo, ze ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej
X. Czy funkcjami charakterystycznymi sa : ¢?, Rey, |p|?, |¢|?

. Udowodnij, ze zmienna losowa X jest symetryczna wtedy i tylko wtedy
gdy ¢x(t) € R dla wszystkich t.
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. Zmienne X, Y sa niezalezne, przy czym X i X +Y maja rozkltady normal-

ne. Udowodnij, ze zmienna Y ma takze rozklad normalny lub jest stata
p-n.

Zmienne X, Y, € sg niezalezne, przy czym X, Y maja rozktad wykladniczy
z parametrem A oraz P(e = £1) = % Wykaz, ze zmienna X — Y ma ten
sam rozktad, co zmienna X.

Udowodnij, ze splot rozktadéw Cauchy’ego ma rozktad Cauchy’ego.

Znajdz zmienne losowe X, Y takie, ze px1+yv = ¢x @y oraz zmienne XY
sa zalezne.

Korzystajac z funkcji charakterystycznej oblicz EX* dla X ~ A(0,1).

Dla n > 1 zmienna X, ma rozklad geometryczny z parametrem p, €
(0,1). Wykaz, ze jesli (an), jest takim ciagiem liczb dodatnich, ze a,, — 0,
Pn/an — X > 0, to zmienne a,X,, zbiegaja stabo do rozkladu wykladni-
czego z parametrem \.

Niech X bedzie zmienng o rozkladzie jednostajnym U(—1,1). Rozstrzy-
gnij, czy istnieje zmienna Y, niezalezna od X, taka, ze rozktady zmiennych
X 4+Y i2Y sy takie same.

Udowodnij, ze jedli ¢’y (0) istnieje to EX? < oo

Podaj przyklad zmiennych losowych X,, takich, ze px, — ¢ punktowo,
ale ¢ nie jest funkcja charakterystyczna zadnego rozkladu na proste;j.

Zmienna X ma funkcje charakterystyczna ¢x(t) = e~ 111" dla pewnego
a € (0,2]. Co mozna powiedzieé o rozkladzie zmiennej aX + bY, gdzie
a,b € R, aY jest niezalezng kopia X7



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 5

. Na campusie uniwersyteckim sa dwie restauracja po 120 miejsc kazda.
Wiadomo, ze codziennie 200 os6b bedzie chcialo zjesé obiad, a wyboru
restauracji dokonujg losowo i niezaleznie. Jaka jest szansa, ze w ktérejs re-
stauracji zabraknie miejsc? Ile miejsc nalezy przygotowaé w kazdej restau-
racji, by powyzsze prawdopodobienstwo byto mniejsze od 0,001?7

. W pewnym stanie w wyborach prezydenckich glosuje 500.000 oséb. Zakta-
dajac, ze wyborcy gtosuja na kazdego z dwu kandydatéw z prawdopodobien-
stwem 50% jaka jest szansa, ze réznica miedzy kandydatami bedzie mniej-
sza niz 100 gloséw?

. Na podstawie losowej proby szacujemy procent dorostych oséb popiera-
jacych pewna partie polityczna. Chcemy by blad byl mniejszy niz 1% z
prawdopodobienstwem 0.957 Ile w tym celu musimy przepytaé¢ osob? Jak
zmieni si¢ odpowiedZ, jesli wiemy, ze partie popiera nie wiecej niz 10%
wyborcow?

. Prawdopodobienistwo urodzenia chtopca wynosi 0,517. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wsréd 10000 noworodkéw liczba chtopcéw nie przewyzszy
liczby dziewczat?

. Rzucono 1000 razy kostka. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze suma wyrzu-
conych oczek bedzie zawarta miedzy 3410 a 3590.

. Dane sa niezalezne zmienne losowe Xi, Xo,..., o wspdlnym rozkladzie
z wartoscia oczekiwana réwna 0 i dodatnia wariancja. Wyznacz w zalez-
nosci od a,a € R

> a) .

. Zmienne X7, Xo,... sa niezalezne oraz P(X; = a) = P(X; = 1/a) =
1/2 dla pewnego a > 1. Wykaz, ze zmienne Z,, = (X;Xo--- X,,)Y/V" sa
zbiezne wedlug rozkladu i znajdz rozklad graniczny.

lim
n—oo n%

Xi+...+X,
P(‘ 1+ +

. Zmienne losowe X7, Xo,... sg niezalezne, maja ten sam rozktad taki, ze
EX; =0, Var(X) = 1. Zbadaj zbieznos¢ wzgledem rozkladu ciagéw

U :\/E(X1+...,X,L) Vo= Xi+...+X,
" X12+...+XT2L ’ " 1/X12+__'+X72L'
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. Zmienne X maja rozklad Poissona z parametrem A\. Wykaz, ze

Xy —A
VA

— N(0,1) wedlug rozktadu gdy A — occ.

. Udowodnij, ze

k
. n n® 1
Jm e =g
k<n
. Udowodnij, ze uklad tréjkatny X, , = %, 1 <k < n, gdzie X, n =
1,2,..., sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie,

spelia warunek Lindeberga.

. Zmienne X1, Xs, ... sa niezalezne przy czym P(X, = k) = P(Xy, = —k) =
1/2. Niech 02 = Y"7_, Var(X}). Zbadaj zbiezno$¢ wedlug rozkladu ciagu

X1+...+ X,
on '

. Powiemy, ze uktad tréjkatny (X, i) spelnia warunek Lyapunowa,
1 &

lim ——= Z E| X, — EXn,k|2+6 =0.

n— oo J%+5 e

Wykazaé, ze warunek Lyapunowa implikuje warunek Lindeberga.

. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi, ze
P(X —:I:l)—l(l 1) P(X, =+4n)= L
" T2 n2’’ n T E T SR
Wykazaé, ze
Xl + + Xn

ale Var(X,,) — 2.

. Niech X bedzie catkowalng z kwadratem zmienng losowa, taka, ze X ~

Y—\%Z, gdzie Y, Z - niezalezne kopie X. Wykazaé, ze X ma rozktad N'(0,0?).

. Wyznacz funkcje charakterystyczna wektora losowego AX + b zakladajac,
ze znamy funkcje charakterystyczng wektora X.

. Podaj przyktad dwu zmiennych X, Y o rozkladzie N'(0, 1) takich, ze Cov(X,Y) =
0, ale X i Y nie sa niezalezne.
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. Zmienne 7 i o sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,)5%,,.
Wykaz, ze TV o, T Ao, T+ o s momentami zatrzymania. Czy 7—1, 7+ 1
tez sa momentami zatrzymania?

. Zmienne losowe (X,,) sa adaptowalne wzgledem filtracji (F,)52,. Udo-
wodnij, ze nastepujace zmienne losowe sa momentami zatrzymania dla
dowolnego zbioru borelowskiego B:

a) 1 = inf{n : X,, € B} — pierwsza wizyta w zbiorze B,

b) 7, = inf{n > 7,1 : X,, € B}, k=2,3,... — k-ta wizyta w zbiorze B.

. Niech 7 i 0 beda momentami zatrzymania wzgledem (F, )% ,. Wykaz, ze
a) jesli 7 =t, to Fr = F,

b) jesli 7 < o, to Fr C Fy,

c) A € F, wtedy i tylko wtedy gdy A € F oraz AN{r =t} € F dla
wszystkich .

. Zmienne 7 i o sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,)5%,.
Udowodnij, ze {7 < ¢},{r < o},{r =0} € F:NF, oraz F- NFy = Frps-

. Podaj przyktad momentu zatrzymania 7, takiego, ze (1) # Fr.

. Zmienne X7, Xs,... sa niezalezne oraz E|X;| < oo dla wszystkich i. Udo-
wodnij, ze M, = X1 X5 - -- X, jest martyngatem wzgledem F,, = o(X1,..., X,,)
wtedy i tylko wtedy gdy EX; = 1 dla wszystkich ¢ lub X; =0 p.n..

. Niech X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
i $redniej 0, F,, = o(X71,...,X,). Zdefiniujmy

Zy=0, Zn=3) Xp1Xjy
k=1

Udowodnij, ze (Z,, F,) jest martyngatem.

. Niech Sn = Xl —|—X2—|— . —|—Xn oraz .7:” = O'(Xl, ce ,)(n)7 gdzie Xl,XQ, ce
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie takim, ze
EX? < co. Znajdz liczby a,,, b, dla ktérych S2 + a,, S, + b, jest martyn-
galem wzgledem F,.

. Niech t € R oraz X;, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie normalnym A (0, 1). Przyjmijmy S, = X; + Xz +...+ X,, oraz
Fn =0(X1,...,X,). Znajdz wszystkie ciagi (a,) takie, ze (e®*Sntan F)
jest martyngatem.
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. Ciag (X,,) jest martyngatem. Zbadaj, czy sa pod- badZ nadmartyngalami
ciagi:

a) (| Xn|P)n p > 1;

b) (Xn A a)n;

c) (Xn Va);

d) (X)n-

. Niech (X,,F,) bedzie adaptowalnym ciagiem catkowalnym. Udowodnij,
ze jest on martyngatem wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego ograniczo-
nego momentu zatrzymania 7, EX,; = EXj.

. Zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =p=1-P(X; = —1).
Przyjmujac Sy = 0 S, = .., X; znajdz wszystkie liczby rzeczywiste A
dla ktérych AS» jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez
(Xn).

. Oblicz prawdopodobiefistwo wygrania (przy skonczonym kapitale obu gra-
czy) w grze orla i reszke monetg symetryczna i niesymetryczna.

. Niech X7, Xs, ... beda niezaleznymi zmienymi losowymi takimi, ze P(X; =
+1)=1/2, 8, = X1 + Xo+ ...+ X,, oraz 7 = inf{n : S, = 1}. Wykaz,
ze ET = o0.

. Oblicz éredni czas oczekiwania na ruine ktérego$ z graczy w grze orta i
reszke moneta symetryczng i niesymetryczna.

. X1, X, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspoélnym rozkladzie
takim, ze EX? < oo. Udowodnij, ze dla dowolnego momentu zatrzymania
wzgledem filtracji generowanej przez (X,,) takiego, ze ErT < oo zachodzi
E(S, — TEX;)? = E7Var(X;). Czy wzér ten musi byé prawdziwy bez
zalozenia o skonczonosci E77

. Gracz A dysponuje nieskonczonym kapitalem. Ile wynosi Sredni czas ocze-
kiwania na wygranie 1 zl. przez A w grze orla i reszke

a) moneta symetryczna

b) monete niesymetryczna.

. Rzucamy kostka tak dlugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalez¢ war-
tos¢ $rednia sumy wyrzuconych oczek.
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. Niech (e,,), bedzie ciagiem niezaleznych symetrycznych zmiennych loso-
wych o wartosciach +1. Wykaz, ze

A ea(51+...+5n)7(na2/2).

jest nadmartyngatem wzgledem o (eq, . .., &,). Zbadaj zbieznosé ciagu (Z,)
prawie na pewno i w L.

. Niech X7, X3, ... beda niezalezne o rozkladzie jednostajnym na [0, 2]. Wy-
kaz, ze

n
M, =[] X«
k=1
tworza martyngal (wzgledem filtracji generowanej przez X,,) zbiezny do 0
prawie na pewno, ale nie w Ly .
. Podaj przyklad martyngalu X, takiego, ze X,, — 0 p.n. oraz E|X,,| — oc.

. Wykaz, ze jesli (X;) 1 (Y;) sa jednostajnie catkowalne, to dla dowolnych
a,b € R, (aX; + bY;) jest jednostajnie catkowalny.

. Znajdz jednostajnie catkowalny ciag X, taki, ze Esup,, |X,| = co.

. Niech ¢ : Ry — R, spelnia warunek lim,_, o “ogcx) = oo. Wykaz, ze jesli

sup,; Eo(|X;]) < oo to (X;) jest jednostajnie catkowalny.
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. Dwa jednorodne taticuchy Markowa (X,,), (Y,) z macierza przejécia P sa
niezalezne. Udowodnij, ze Z, = (X,,Y,) tez jest lancuchem Markowa i
znajdz jego macierz przejscia.

. Zmienne gq, €1, . .. sa niezalezne oraz P(e; = £1) = 1/2. Czy ciagi X,, =
EnEntls Yn = €n + €nt1 sa tancuchami Markowa?

. (X,,) jest tancuchem Markowa o wartos$ciach w E. Czy dla dowolnej funkcji
f:E— E, (f(X,)) musi by¢ lahcuchem Markowa?

. Zmienne Xg, X1,... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =1-P(X;, = —-1) =
pe€(0,1), S, =X1 +Xo+ ...+ X, M, = max(S1,5s,...,5,). Ktére z
ciagéw |Sy|, My, M,, — S,, sa lancuchami Markowa? Znajdz odpowiednie
macierze przejscia.

. Dany jest zbior przeliczalny F i funkcje borelowskie ¢, : E x R — E|
n =1,2,... (przyjmujemy, ze wszystkie podzbiory E sg mierzalne). Zmien-
ne losowe X o wartoéciach w E'i Uy, Us, ... o wartodciach rzeczywistych sa
niezalezne. Udowodnij, ze clag (X,)5%, zdefiniowany rekurencyjnie wzo-
rem X, 41 = @n(Xn,Uy,) jest taticuchem Markowa.

10
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. Dla lancuchéw Markowa o przestrzeni stanéw {1, 2, 3,4} i ponizszych ma-
cierzach przejscia znajdz wszystkie stany nieistotne i wszystkie zamkniete
zbiory stanéw.

a)

NN N e}
B e = O
m—O O O
S O Onl=
S O Onl=
S O iloon|—
= e

A= O O

. Wykaz, ze tancuch Markowa jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy gdy
nie ma wlasciwego zamknietego podzbioru stanéw.

. Wykaz, ze jesli y jest stanem chwilowym to > 7 pa.y(n) < oo dla wszyst-
kich z, w szczegdlnosci lim,,—, o0 Py (1) = 0.

. Wykaz, ze skonczony lancuch Markowa ma przynajmniej jeden stan po-
wracajacy.

. Zbadaj powracalno$é¢ symetrycznego btadzenia losowego w ZF.
. Zbadaj okresowos¢ lancuchéw o ponizszych macierzach przejécia:

a) b)

o~ O
_ o O
S O =

0
0
1
0

O O Wl
— Own O
O O OrIw

. Jednorodny tancuch Markowa o przestrzeni stanéw {0,1,2...} ma macierz
przejécia (Pn,m)n.m>0 taka, ze po1 =1, Pnnt1 =1 —Pppn_1 =pdlan =
1,2..., gdzie p € (0,1). W zaleznosci do parametru p wyznacz wszystkie
rozklady stacjonarne.

. W dwu urnach znajduje sie lacznie n kul. W kazdej chwili wybieramy
losowo kule i przenosimy ja do innej urny. Znajdz rozklad stacjonarny
liczby kul w pierwszej urnie.

. W powiecie N. syn piekarza zostaje piekarzem z prawdopodobienstwem
3/4, a syn niepiekarza z prawdopodobienstwem 1/100. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wnuk piekarza jest piekarzem? A potomek w n-tym
pokoleniu? Jaki procent mezczyzn w N. jest piekarzem (zakladamy dla
uproszczenia, ze kazdy mieszkaniec N. ma dokladnie jednego syna)?

11
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. Po wierzchotkach sze$cianu porusza si¢ w sposéb losowy mucha - w kazdym
kroku z prawdopodobienstwem 1/3 przenosi sie do jednego z sasiednich
wierzchotkéw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze mucha powréci do punktu
wyjscia nie odwiedzajac wczesniej przeciwleglego wierzchotka oraz srednig
liczbe krokow jakie zajmie jej powrdt do punktu wyjscia.

. Macierz przejscia tancucha Markowa (X)), na przestrzeni S = {1,2,3,4}
dana jest nastepujaco:

O wiokl~ O
Wi O N[N
W= O ONl-

O wlkkl— O

a) Zakladajac, ze Xg = 1 p.n. oblicz prawdopodobienstwo tego, ze X,
bedzie w stanie 2 przed stanem 4.

b) Zakladajac, ze Xo = 3 p.n. oblicz wartos$¢ oczekiwana czasu dojscia do
stanu 2.

c) Wyznacz rozklad stacjonarny.

d) Czy lancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny?

. Rzucamy symetrycznag moneta az do momentu, gdy wyrzucimy pod rzad
cztery orty. Oblicz wartos¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutéow.

. Rzucamy kostka tak dtugo, az pojawi sie ciag 16 lub 66. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze ciag 16 pojawi si¢ wczedniej?

. Zmienne Yy, Y7, Ys, ... sg niezalezne i maja ten sam rozklad geometryczny
z parametrem % Ciagg zmiennych X7, Xo, ... jest okreslony nastepujaco:
Xo=1pmn,adlan>0,

v jedli Y, = 1,
T XY jedli Y £ L

a) Wykaz, ze (X,,)n jest nieprzywiedlnym lanficuchem Markowa.

b) Czy ten lancuch jest okresowy?
¢) Udowodnij, ze wszystkie stany sa powracajace.
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