Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa IT* - 1

Moéwimy, ze ciag zmiennych losowych X, zbiega wedlug rozktadu do zmien-
nej losowej X, jesli dla dowolnej funkcji ciaglej ograniczonej f, Ef(X,) —

Ef(X
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Udowodnij, ze dla dowolnych punktéw x,,,x w przestrzeni metrycznej E
0z, = 05 wtedy i tylko wtedy gdy z, — «.

. Wykaz, ze %22:1 Ox/m = A, gdzie X jest miarg Lebesgue’a na [0, 1].

Wykaz, ze:

a) jesli X,, — X p.n., to X,, = X;

b) jesli X,, — X wedlug prawdopodobiefistwa, to X, = X;

c) jesli X,, = ¢ gdzie ¢ jest stala to X,, — ¢ wedlug prawdopodobienstwa.

. Zmienne losowe X,,, X przyjmuja tylko wartosci catkowite.

a) Wykaz, ze X,, = X wtedy i tylko wtedy gdy P(X,, = k) — P(X =k)
dla wszystkich liczb catkowitych k.

b) Czy z istnienia granic lim,, ., P(X,, = k) dla k calkowitych wynika
zbieznos¢ X,, wg rozktadu?

Niech X bedzie rzeczywista zmienng losowa. Wykaz, ze istnieje ciag zmien-
nych X,, zbiezny wedlug rozkladu do X taki, ze

a) kazde X,, przyjmuje tylko skoficzenie wiele wartosci,

b) zmienne X,, maja gestosé.

Udowodnij, ze N (a,,02) = N(a,o?) wtedy i tylko wtedy gdy a, — a,

2 2
o, — 0",

Niech gx,,g9x beda gestosciami rzeczywistych zmiennych losowych. Wy-
kaz, ze jesli gx, (t) — gx(t) dla p.w. ¢ to X,, = X.

Udowodnij, ze jesli X,, = X, p > 0 oraz sup,, E|X,,|P < oo to E|X|P < o0,
ale niekoniecznie E| X, |? — E|X|P. Jest to jednak prawda gdy dla pewnego
e >0, sup, E|X,,[PT¢ < .

Niech z € (0,1) bedzie liczbg niewymierna. Wykaz,ze
1 n
- Z 6{kxmod1} = A,
n
k=1
gdzie X jest miara Lebesgue’a na [0, 1]. Co sie dzieje, gdy x jest wymierne?

Wykazacd, ze dla rzeczywistych zmiennych losowych X;, = X wtedy i tylko
wtedu gdy istnieja zmienne losowe X,, ~ X,, i X ~ X takie, ze X, jest
zbiezny do X wedlug prawdopodobienstwa.

Udowodnij, ze jesli dla wszystkich n, X,, jest niezalezne od Y,,, X nieza-
lezne od Y oraz X,, = X iY, =Y to (X,,Y,) = (X,Y).
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. Zalézmy, ze X jest niezdegenerowana zmienna losowa. Wykaz, ze zmienne

anX + b, zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej aX + b wtedy i tylko
wtedy gdy a, — aib, — b.

. Podaj przyktad ciagu dystrybuant F,, zbieznego punktowo do funkeii,

ktora nie jest dystrybuanta. Czy moze sie zdarzy¢, ze zmienne X, sa
zbiezne wedlug rozkladu?

Wykaz, ze
dip,v)=inf{e >0: V, F,(t—¢) —e < F,(t) < F,(t +¢) + ¢}

definiuje metryke na wszystkich rozktadach probabilstycznych na R zgod-
na ze staba zbieznoscia (tzn. p, = pu < d(pn, ) — 0).

Zmienne losowe X, sa niezalezne. Wykaz, ze Y-, X,, jest zbiezny wedlug
rozkladu wtedy i tylko wtedy gdy jest zbiezny wedlug prawdopodobien-
stwa.

Zatézmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej k, lim,, o, EXF = %-5-1 Czy z
tego wynika, ze X, jest zbiezny wedlug rozktadu? Jesli tak, to do jakiej
granicy?

Wykaz, ze jesli X,, = X oraz dystrybuanta F'x jest ciagla, to Fx zbiega
jednostajnie do Flx.

. Niech X,, bedzie pierwsza wspolrzedng rozkladu jednostajnego na kuli

jednostkowej w R™. Udowodnij, ze /nX,, = N(0,1).

. Wykaz, ze rodzina zmiennych N (a.,c2) jest ciasna wtedy i tylko wtedy

gdy sup,, |aa| < oo, sup, 02 < oo.

Udowodnij, ze twierdzenie Prochorowa zachodzi na przestrzeni polskiej
tzn. metrycznej, zupelnej, osrodkowej.
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Oblicz funkcje charakterystyczne podstawowych rozktadow tzn.
a) geometrycznego z parametrem p,

b) Poissona z parametrem A,

¢) dwumianowego z parametrami n, p,

d) jednostajnego na przedziale [a, b],

e) normalnego N (a, ?),

f) wykladniczego z parametrem A,

g) Cauchy’ego z parametrem h.

Ktore z nastepujacych funkcji sa funkcjami charakterystycznymi: cost,

2 1 it\2 14cost 1
cos®t, 7(1+e")?, T8, 5=

Udowodnij, ze jesli ¢’y (0) istnieje to EX? < oo

Wykaz, ze dla zmiennych X przyjmujacych tylko wartosci catkowite za-
chodzi

[
P(X =k) = %/ ekt (t)dt.

Udowodnij, ze jesli X ma rozklad ciagly z gestoscia g to ¢x(t) — 0 dla
[t] — oo.

. Funkcja ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej. Czy

funkcje

a) 9%,

b) Re(y),

c) ¢l

d) lol

muszg by¢ funkcjami charakterystycznymi?

Udowodnij, ze zmienna losowa X jest symetryczna wtedy i tylko wtedy
gdy px(t) € R dla wszystkich t.

Udowodnij, ze splot rozkladéw Cauchy’ego ma rozktad Cauchy’ego.

a) Udowodnij, ze p(x) = (1 —|z[)I(—1,1)(x) jest funkcja charakterystyczna
b) Udowodnij, ze jesli ¢: R — R, jest parzysta, wypukla i malejaca na
[0, 00), kawalkami liniowa oraz ¢(0) = 1 to ¢ jest funkcja charakterystycz-
na.

c)Udowodnij, ze jesli p: R — R, jest parzysta, wypukla i malejaca na
[0,00) oraz ¢(0) = 1, to ¢ jest funkcja charakterystyczna.

Wykaz, ze funkcja e~ I*"
a*) jest funkcja charakterystyczna dla 0 < o < 1,
b*) nie jest funkcja charakterystyczna dla o > 2,

c**) jest funkcja charakterystyczna dla 1 < o < 2.
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Udowodnij, ze jesli €1, €9, . .. sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi,
ze P(e; = 1) = 1/2 to zmienna ) .-, 27 "¢, ma rozklad jednostajny na
[—1,1].

Znajdz zmienne losowe X, Y takie, ze ¢ x+y = @pxpy oraz zmienne X,Y
sa zalezne.

Wykaz, ze jesli EXF = EY* dla k = 1,2,...1Y ma rozklad normalny, to
X iY maja ten sam rozktad.

Znajdz przyklad zmiennych X i Y o réznych rozkladach i skonczonych
wszystkich momentach, takich, ze EX* = EY* dla k =1,2,.. ..

Podaj przyklad zmiennych losowych X,, takich, ze px, — ¢ punktowo,
ale ¢ nie jest funkcja charakterystyczna zadnego rozkladu na proste;j.

Zmienna X ma funkcje charakterystyczng ¢x(t) = e !*” dla pewnego
€ (0,2]. Co mozna powiedzieé o rozkladzie zmiennej aX + bY, gdzie
a,b € R, aY jest niezalezng kopia X7

Czy z rownoséci dwu funkcji charakterystycznych na pewnym otoczeniu
zera wynika réwnoéé rozktadow?

Znajdz wszystkie zmienne losowe X takie, ze aX +bY ~ (|a|® +|b|*)/*X
dla dowolnych a,b € R (Y oznacza niezalezna kopie X).
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. Wykaz, ze warunek Lyapunowa

Jss0 lim > E|X, - EXp [P =0
n—oo
k<kn

implikuje warunek Lindeberga (zakladamy, ze 02 — o2 > 0).
Zmienne X, maja rozklad Poissona z parametrem A. Wykaz, ze

Xy — A
VA

— N(0,1) wedtug rozkladu gdy A\ — oo.

Udowodnij, ze

k
1
lim 67”2% =3

k<n

. Rzucamy 1000 razy kostka. Oszacuj prawdopodobiefistwo, ze suma wy-

rzuconych oczek bedzie miedzy 3400 a 3600.

Zmienne X7, Xs,... sa niezalezne oraz P(X; = a) = P(X; = 1/a) =
1/2 dla pewnego a > 1. Wykaz, ze zmienne Z, = (X;Xo - X))V sy
zbiezne wedlug rozkladu i znajdz rozklad graniczny.

Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne przy czym P(Xy, = k) = P(X, = —k) =
1/2 Niech o, = >";_, Var(Xj) Zbadaé zbieznos¢ wedlug rozkladu ciagu

X, 4+... +X,

On

Niech X7, Xo,... beda niezaleznym zmiennymi losowymi takimi, ze

Udowodnij, ze Var(X,,) — 2 oraz

X1+ Xo+...+ X,
Jn

— N(0,1) wedtug rozkladu.

Dana jest zmienna losowa X taka, ze EX? < oo oraz X ~ %(Y—i—Z), gdzie

Y, Z sa niezaleznymi kopiami X. Wykaz, ze X ~ N(0,0?) dla pewnego
o> 0.

Wykaz, ze teza poprzedniego zadania jest prawdziwa bez zalozenia EX? <
00.

Wykaz, ze jesli zmienne X i Y sa niezalezne oraz X 4+ Y ma rozklad
normalny to obie zmienne X i Y sa normalne.
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. Zmienne losowe X7, Xs,... sa niezalezne, maja ten sam rozktad taki, ze

EX; = 0, Var(X) = 02 € (0,00). Zbadaé zbieznosé wzgledem rozkladu
ciagbéw

V(X +...,X,) X1+...+X,
U, =Y+, R .
X24+...+X2 VXE+. .+ X2

. Podaj przyktad zaleznych zmiennych losowych X,Y o rozkladzie N'(0,1)

takich, ze Cov(X,Y) = 0.

. Udowodnij, ze zmienna X ~ N (a, B) ma gesto$é¢ wtedy i tylko wtedy gdy

B jest odwracalne oraz, ze w tym ostatnim przypadku wynosi ona

vdetC Cx—a),x—
gx(l‘): (27T)d/2 exp(< ( 2)

a))7 gdzie C = B71,

. Niech X7, X5, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jed-

nakowym rozkladzie takim, ze EX; = 0, EX? = 1 oraz

Sn(t) = % Z

X;dlat>0n=12,....
i<[n1]

Udowodnij, ze dla dowolnych 0 < t; < t3 < ... < t; ciag wektoréw
losowych (S, (t1),Sn(t2),...,Sn(tx)) jest zbiezny wedtug rozkladu. Jak
wyglada rozktad graniczny?

Dlan=1,2,...1t € [0,1] okreSlmy zmienna T,,(t) wzorem

)+ (lnt) +1— s, (125,

[nt] +1
n n

T (t) := (nt — |nt])Sn(

gdzie S, sa takie jak w poprzednim zadaniu. Wéwczas T,, mozna traktowaé
jako zmienna o wartodciach w C[0,1]. Wykaz, ze T, sg zbiezne wedlug
rozkladu. Co mozna powiedzie¢ o rozkladzie granicznym?
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. Zmienne 7 i 0 83 momentami zatrzymania. Wykaz, ze Vo, TAo, T+0 sa

momentami zatrzymania. Czy 7 —1, 7+ 1 tez sa momentami zatrzymania
(przyja¢ T = N)?

Zmienne losowe (X,,) sa adaptowalne wzgledem filtracji (F,)5,. Udo-
wodnij, ze nastepujace zmienne losowe sa momentami zatrzymania dla
dowolnego zbioru borelowskiego B:

a) 1 = inf{n : X,, € B} — pierwsza wizyta w zbiorze B,

b) 7, = inf{n > 7,1 : X,, € B}, k=2,3,... — k-ta wizyta w zbiorze B.

Wykaz, ze jedli 7,0 sa momentami zatrzymania (T = N), to

a) jesli 7 =t, to Fr = Fy,

b) jesli 7 < o, to Fr C Fy,

c) A € F, wtedy i tylko wtedy gdy A € F oraz AN{r =t} € F dla
wszystkich .

Zmienne 7 i ¢ sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F;,)22,.
Udowodnij, ze {7 < o},{r < o}, {r =0} € F:NF, oraz Fr NFy = Frps-

Niech X7, Xs, ... beda niezaleznymi zmienymi losowymi takimi, ze P(X; =
+1)=1/2, 5, =X1 + Xa+ ...+ X,, oraz 7 = inf{n : S, = 1}. Wykaz,
ze ET = oo.

Zmienne X1, X, ... sa niezalezne oraz E|X;| < oo dla wszystkich i. Udo-

wodnij, ze M, = X1 Xo -+ X, jest martyngatem wzgledem F,, = o(X1,...,X,)

wtedy i tylko wtedy gdy EX; =1 dla wszystkich ¢ lub X; =0 p.n..

. Niech S,, = X1+ Xo+...+ X, oraz F,, = (X1, ..., X,), gdzie X1, Xo, ...

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie takim, ze
EX? < co. Znajdz liczby ay, b, dla ktérych S2 + a,,S,, + b, jest martyn-
gatem wzgledem F,,.

. Zmienne X1, X, ... sg niezalezne o wspSlnym rozkladzie N (0,1), S, =

X1+ Xo+...+ X, oraz F, = o(Xy,...,X,). Dla A > 0 znajdz liczby a,
takie, ze (e*» % F,) jest martyngatem.

Niech (Mjy)7_, bedzie martyngatem wzgledem pewnej filtracji,a p > 1
spelnia E|M; [P < co. Wykaz, ze E|M;|P < E|M,|? oraz réwnosé¢ zachodzi
wtedy i tylko wtedy gdy M1 = My = ... = M, p.n..
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. Niech (X,,F,) bedzie adaptowalnym ciagiem catkowalnym. Udowodnij,

ze jest on martyngatem wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego ograniczo-
nego momentu zatrzymania 7, EX, = EXj.

. Niech (X,,, F,,) bedzie adaptowalnym ciagiem catkowalnym. Udowodnij, ze

X, =Y, +Z,, gdzie Y,, jest martyngalem, a Z,, ciagiem prognozowalnym.
Wykaz, ze X,, jest nadmartyngalem wtedy i tylko wtedy gdy Z, jest
niemalejacy.

. Egzaminator przygotowat na egzamin 20 zestawéw pytan. Kazdy z 15 zda-

jacych studentow losuje 1 zestaw, ktéry pdzniej nie jest juz uzywany. Stu-
dent S zna odpowiedz na dokladnie 10 z 20 zestawéw. Od wychodzacych
z egzaminu dowiaduje si¢ jakie pytania sa juz wylosowane. Jaka jest opty-
malna strategia (wybdér momentu wejécia na egzamin) maksymalizujaca
szanse zdania egzaminu przez S?

. X1, Xo,... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspoélnym rozktadzie

takim, ze EX? < co. Udowodnij, ze E(S; — TEX;)? = ErVar(X;), o ile
Ext < 00. Czy wzor musi by¢ prawdziwy gdy ET = co?

. Zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =p=1-P(X; = —1).

Przyjmujac So = 0 S, = >, X; znajdz wszystkie liczby rzeczywiste A
dla ktérych AS» jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez
(Xn)-

. Oblicz prawdopodobiefistwo wygrania (przy skonczonym kapitale obu gra-

czy) w grze orla i reszke moneta niesymetryczna.

Oblicz éredni czas oczekiwania na ruine ktérego$ z graczy w grze orla i
reszke

a) moneta symetryczna

b) monete niesymetryczna.

Gracz A dysponuje nieskoficzonym kapitalem. Ile wynosi éredni czas ocze-
kiwania na wygranie 1 zl. przez A w grze orta i reszke

a) moneta symetryczna

b) monete niesymetryczna.

Udowodnij, ze dla podmartyngalu (X,,, F,)5,

maxlgkgn E|Xk|
t

P X, t) <
Viso0 (1?;22' Kl >1) <3

oraz w przypadku X,, > 0 lub X,, < 0 dla wszystkich n, stala 3 mozna
zamieni¢ na 1.

Udowodnij, ze istnieje stata C' < oo taka, ze dla dowolnego martyngatu
(X’ru]:n)?lo:o zachodzi

Esup|X,| < C(1 +supE|[X,|In" |X,,|).
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa IT* - 9
Podaj przyklad martyngatu X, takiego, ze X,, — 0 p.n. oraz E|X,,| — oo.

Niech (X,,,F,)%__ ., bedzie martyngatem (z tzw. czasem odwréconym).

Udowodnij, ze granica X = lim,_,_,, X, istnieje. Co mozna powiedzie¢ o
X?

Czy ze zbieznosci martyngatu wedtug prawdopodobienstwa wynika zbiez-
no$é prawie na pewno?

. Podaj przyklad martyngalu takiego, ze sup,, E|X,,| < oo, ktéry nie jest

zbiezny w L.

. Udowodnij, ze jedli zmienne losowe X,, sa zbiezne w LP, p > 1 to | X, |P

jest jednostajnie catkowalny (zatem X, — X w LP wtedy i tylko wtedy
gdy X, — X wedlug prawdopodobiefistwa oraz | X, |P jest jednostajnie
calkowalny).

. Wykaz, ze jesli X; i Y; sa jednostajnie catkowalne to dla dowolnych a,b €

R, aX; + bY; jest jednostajnie caltkowalny.

. Zmajdz jednostajnie catkowalny ciag X,, taki, ze Esup,, |X,| = co.

2) — oo, Wykaz, 7e jesli

sup; Ep(]X;]) < 0o to (Xy) jest jednostajnie calkowalny.

Niech Y,, bedzie niezaleznym ciggiem nieujemnych zmiennych losowych o
jednakowym rozkladzie takich, ze EY; = 11 P(Y; = 1) < 1. Wykaz, ze

1Yz Y,,0(Y1,...,Y,))n>1 jest martyngalem zbieznym p.n., ale nie w
L.
Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych Xi, Xs,... o jednako-

wym rozkladzie taki, ze E|X;| < oo, niech S,, = X1 + ...+ X, F, =
O'(Sn, Sn+1, .. )

a) Udowodnij, ze (S—;, Fr) jest martyngalem z czasem odwrdconym.

b) Wywnioskuj stad silne prawo wielkich liczb Kolmogorowa % — EX;

pn.iw L%
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Dany jest zbiér przeliczalny E i funkcje borelowskie ¢, : E X R — E,
n=1,2,... (przyjmujemy, ze wszystkie podzbiory F sa mierzalne). Zmien-
ne losowe X o wartoéciach w i Uy, Us, . .. o warto$ciach rzeczywistych sg
niezalezne. Udowodnij, ze ciag (X)), zdefiniowany rekurencyjnie wzo-
rem X, 11 = ©n(Xy, Uy,) jest tancuchem Markowa.

. Dwa tancuchy Markowa (X,,), (Y,) z macierza przejscia P sa niezalezne.

Udowodnij, ze Z,, = (X,,Y,) tez jest laficuchem Markowa i znajdZ jego
macierz przejscia.

. Zmienne gg,¢e1,. .. sa niezalezne oraz P(e; = +1) = 1/2. Czy ciagi X,, =

EnEn+ls Yn = En + €n41 sa tanicuchami Markowa?

. (X,,) jest tancuchem Markowa o warto$ciach w E. Czy dla dowolnej funkcji

f:E— E, (f(X,)) musi by¢ tancuchem Markowa?

. Zmienne Xy, X1, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =1-P(X; = —-1) =

pe(0,1), S, =X1+Xo+ ...+ X,, M, = max(51, Sa,...,S5,). Ktore z
ciagéw |Sy,|, My, M,, — S, sa lancuchami Markowa? Znajdz odpowiednie
macierze przejscia.

. Udowodnij, ze tancuch Markowa jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy

gdy nie ma wtadciwych podzbioréw zamknietych.

Prawdopodobienistwo, ze bakteria ma n potomkéw wynosi p, dla n =
0,1,.... Zakladajac, ze bakterie w ntym pokoleniu rozmnazaja sie rowno-
czes$nie i niezaleznie udowodnij, ze populacja bakterii (liczaca w chwili
0, N > 0 bakterii) nigdy nie wyginie z prawdopodobienistwem dodatnim
wtedy i tylko wtedy gdy > p— o kpr > 1 1ub p; = 1.

. Wykaz, ze skoniczony tancuch Markowa ma przynajmniej jeden stan powra-

cajacy.

Rozpatrzmy bladzenie w Z* z macierza przejscia py y = 57 gdy >.;; |2 —
yi| = 1 oraz p,, = 0 dla pozostalych x,y. Dla jakich k jest to bladzenie
powracalne?

Wykaz, ze jesli y jest stanem chwilowym to Y - psy(n) < oo dla wszy-
stkich , w szczegélnosci lim,, o pz (1) = 0.

Udowodnij, ze tancuch Markowa jest powracajacy wtedy i tylko wtedy
gdy F, , = 1 dla wszystkich z, y.

10
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Dane sa dwa niezalezne bladzenia symetryczne X,,,Y,, w w Z¢. Wyznacz
wszystkie d dla ktérych P(In > 1 X, =Y,,) = 1, tzn. z prawdopodobien-
stwem 1 bladzenia si¢ przecinaja?

Niech (X,,) bedzie nieprzywiedlnym okresowym laficuchem Markowa na
E z macierza przejécia P i okresem d > 1. Udowodnij, ze istnieje rozktad
E =5 US5,U...US; taki, ze zbiory S; spelniajg warunki:

a) Poy > 0= 2 € S,y € S;y1 dla pewnego i = 1,2,...,d (przyjmujemy
Sit1 = 51).

b) na kazdym S; macierz (pyy(d))s yes; definiuje nieprzywiedlny, nicokre-
sowy tancuch Markowa.

Wykaz, ze w powracalnym i nieprzywiedlnym tancuchu Markowa z praw-
dopodobienstwem 1 kazdy stan jest odwiedzany nieskonczenie wiele razy
(niezaleznie od rozkladu poczatkowego).

. W dwu urnach znajduje sie tacznie n kul. W kazdej chwili wybieramy

losowo kule i przenosimy ja do innej urny. Znajdz rozklad stacjonarny
liczby kul w pierwszej urnie.

. Ciag niezaleznych zmiennych losowych Y7, Ys, ... ma wspdlny rozklad taki,

ze P(Y; =1) =1—P(Y; = —1) = p. Definiujemy rekurencyjnie ciag X,
wzorami Xg = 1, X,,41 = max(X,,1) +Y,. Wykaz, Ze ciag ten jest
tancuchem Markowa. Znajdz rozktad stacjonarny, o ile istnieje.

. W powiecie N. syn piekarza zostaje piekarzem z prawdopodobienstwem

3/4, a syn niepiekarza z prawdopodobienstwem 1/100. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wnuk piekarza jest piekarzem? A potomek w n-tym
pokoleniu? Jaki procent ludzi w N. jest piekarzem?

Udowodnij twierdzenie o istnieniu rozkladu stacjonarnego dla tancuchéw
z przeliczalng przestrzenia standéw bez uzywania twierdzenia Brouwera.

Stan z tancucha Markowa x nazywamy niezerowym, jesli éredni czas po-
wrotu do x jest skonczony, za$ zerowym w przeciwnym przypadku. Wykaz,
ze w nieprzywiedlnym powracalnym tancuchu Markowa wszystkie stany
sa niezerowe lub wszystkie sa zerowe.

Wykaz, ze w nieprzywiedlnym powracajacym tancuchu Markowa stan y
jest zerowy wtedy 1 tylko wtedy gdy lim, o pzy(n) = 0 dla wszystkich
stanéw x.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - IT*-12

1 Udowodnij, ze dla lancuchéw Markowa ze skonczona przestrzenia stanéw
FE i dowolnego niepustego podzbioru F' C E uktady réwnan

pr(z) =1 dlaz e F

pp(l') = ZyeE pxpr(y) dla z ¢ F

pr(x) =0 jesli Vo Vyer pay(n) =0
mp(z) =0 dlaz e F
mF(I) =1+ ZyeEprymF(y) dla = ¢ F
mp(z) = o0 jesli pp(z) < 1

maja doktadnie jedno rozwiazanie

2. Po wierzchotkach szescianu porusza sie w sposéb losowy mucha - w kazdym
kroku z prawdopodobienstwem 1/3 przenosi sie do jednego z sasiednich
wierzchotkéw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze mucha powréci do punktu
wyjscia nie odwiedzajac wczesniej przeciwleglego wierzchotka oraz srednig
liczbe krokéw jakie zajmie jej powrdt do punktu wyjdcia.

W zadaniach 4-8 W = (W});¢[0,00) jest procesem Wienera

4. Udowodnij, ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera

a) Xy = —W; (odbicie)

b) Vi = ¢ /2X 4, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu)

c) Zy =tXy dlat >0 oraz Zy = 0 (inwersja czasu)

d) Ut = XT+t _XTvT > 0

V=X, dlat<T,V;=2Xr—X —tdlat>T, gdzie T > 0.

5. Udowodnij, ze W; i W2 —t sa martyngalami wzgledem filtracji 7; = (W, :
s<t),t>0.

6. Udowodnij, ze lims_. % =0 p.n.p.

7 Niech m, = {t(()n),t(ln),...,t,(cz)}, gdzie a = t(()n) < t§”> < ... < tgi) =b

bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a,b] oraz ||m,| = max \t,(cn) - t,(:_)1|
oznacza $rednice m,. Udowodnij, ze

kn
Sn = Z ‘Wt;n) - Wt§€71_)1|2 —b— a,n — o0 w Lz(Q,}-, P),
k=1
jesli ||mp|| — 0 oraz S,, — b—a pn.p., jesli Y ||| < cc.

8 Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskon-
czone wahanie na kazdym przedziale.
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