Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 1

. Grupe n dzieci ustawiono w sposéb losowy w szereg. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze

a) Jacek i Agatka stoja koto siebie,

b) Jacek, Placek i Agatka stoja kolo siebie.

. Ze zbioru n elementowego losujemy ze zwracaniem r elementéw. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze ktérys element sie powtdérzyt?

. 7Z klasy liczacej 11 chtopcow i 13 dziewczynek wylosowano czteroosobowa delegacje.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w sktad delegacji wchodzi

i) przynajmniej jeden chlopiec,

ii) wiecej chlopcow niz dziewczynek.

. Siedmiu pasazeréw przydzielono losowo do trzech wagonéw. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze

i) wszyscy trafili do jednego wagonu,

ii) w kazdym wagonie znalazlo sie przynajmniej dwéch z tych pasazeréw?

. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze w grze w brydza gracz N otrzymal
a) wszystkie karty réznej wartosci;

b) dokladnie dwa piki;

¢) co najmniej dwa piki;

d) dwa piki, 3 kiery, 4 kara, 4 trefle;

e) uklad 4432;

f) uktad 4441.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w pokera talia 24 kartows gracz otrzyma

a) parg
b) dwie pary
c) straighta

g) kolor
h) pokera.

. 10 jednakowych ciastek rozdzielono miedzy czworke dzieci w sposéb losowy. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, iz

a) Jacek otrzymal doktadnie 1 ciastko

b) Jacek otrzymal co najmniej 1 ciastko

c) kazde z dzieci otrzymalo co najmniej 1 ciastko
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11.
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Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w lotto sposrod 49 liczb wylosowana bedzie
szOstka nie zawierajaca dwu kolejnych liczb.

a) Ile réznych stéw (niekoniecznie sensownych) mozna utworzyé permutujac litery
stowa MATEMATYKA?

b) Jesli wybierzemy losowo ktéres§ z tych stéw jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze litery T nie stoja obok siebie?

Klasa liczy 15 uczniow, na kazdej lekcji do odpowiedzi jest losowany jeden uczen.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen bedzie przepytany.

W szafie znajduje sie n par butéw, na chybil trafit wybieramy z nich k butéw przy
czym k < n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wéréd wylosowanych butéw jest conajmniej jedna para,

b) wéréd wylosowanych butéw jest dokladnie jedna para.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym umieszczeniu N listéw w N
zaadresowanych kopertach zaden list nie trafi do wlasciwego adresata?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie k listéw trafi do wlasciwych
adresatow?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 2

. Z przedziatu [0, 1] wybrano w sposéb losowy dwa punkty, ktére podzielity go na trzy

odcinki. Jaka jest szansa, ze z tych odcinkéw da sie zbudowaé trojkat?

(Igta Buffona) Iglte o dtugosci I rzucono w sposéb losowy na plaszcezyzne z zaznaczo-
nymi liniami réwnolegltymi. Odlegtos¢ miedzy sasiednimi liniami wynosi d > [. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze igta przetnie ktéras z linii.

Odcinek PQ jest srednicg okregu. Na okregu wybieramy na chybit trafit dwa punkty
Ai B. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze jeden z tukéw AB zawiera oba punkty
PiqQ?

. Na nieskonczong szachownice o boku 1 rzucono monete o $rednicy % Jakie jest praw-

dopodobienstwo tego, ze moneta

a) znajdzie sie catkowicie we wnetrzu jednego z pdl,

b) przetnie sie z dwoma bokami szachownicy?

Zalézmy, ze P(AUB) =1/2, P(ANB) =1/4, P(A\ B) = P(B\ A). Oblicz P(A) i
P(B\ A).

Zalézmy, ze AUBUC =Q, P(B) =2P(A), P(C) =3P(A), P(ANB)=P(BNC) =
P(ANC). Wykaz, ze 1/6 <P(A) < 1/4.

Zalézmy, ze P(A) > 2/3, P(B) > 2/3, P(C) > 2/3 1 P(AN BN C) = 0. Oblicz P(A).

Wykaz, ze dla dowolnych zdarzeh Ay, ..., A, zachodza nieréwnosci
n n n
SP(4) > P(J4) = PA) - Y P(AiNA),
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

Wyznacz o cialo generowane przez

a) dwa zbiory A i B;
b) trzy zbiory A, B i C.

Czy istnieje o-cialo ztozone z 7-elementéw?
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. Grupe n dzieci ustawiono w sposéb losowy w szereg. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze

a) Jacek stoi bezposrednio przed Agatka, jesli Agatka stoi bezposrednio przed Do-
rotka;

b) Jacek stoi przed Agatka, jesli Agatka stoi przed Dorotka;

c) Jacek stoi przed Agatka, jesli wiemy, ze Agatka nie stoi ostatnia.

. 7Z talii 24 kartowej losujemy 5 kart bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowaliémy dokladnie 3 asy, jesli wiadomo, ze

a) mamy co najmniej jednego asa;

b) mamy co najmniej jednego asa czarnego koloru;

¢) mamy asa pik;

d) pierwsza wylosowana karta jest as;

e) pierwsza wylosowana karta jest czarny as;

f) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

. Z odcinka [0, 1] wylosowano na chybil trafit dwie liczby. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze

a) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2;

b) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze mniejsza z liczb jest wieksza
niz 1/4;

c) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze ktéras z liczb jest wieksza
niz 1/4.

. W urnie znajduje sie b kul biatych i ¢ kul czarnych. Losujemy z urny po jednej kuli
a nastepnie zwracamy ja do urny doktadajac a kul tego samego koloru. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze

a) pierwsza i druga wylosowana kula bedzie biala;

b) druga wylosowana kula bedzie biala;

c) za pierwszym razem wylosowano kule biala, jesli wiemy, ze za drugim razem wy-
losowano kule biala;

d) w pierwszych trzech losowaniach wylosujemy kule tego samego koloru.

. Test na rzadka chorobe, ktéra dotknieta jest jedna osoba na 5 tysiecy, daje fatszywa
pozytywna odpowiedz u osoby zdrowej w 2% przypadkéw, a u osoby chorej zawsze da-
je pozytywny wynik. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze osoba u ktérej test przyniést
wynik pozytywny jest faktycznie chora?

. W populaciji jest 15% dyslektykéw. Jesdli w tescie diagnostycznym uczen popelni 6 lub
wiecej blteddéw, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni
co najmniej 6 btedéw w takim tedcie, ale réwniez nie-dyslektyk moze popelni¢ wiecej



niz 5 bledéw z prawdopodobienstwem 1/10. Jasio popelnil w tescie 6 bledéw - jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze jest dyslektykiem? Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze w kolejnym tescie popelni co najmniej 6 btedéw?

. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci jest réwne

{ozp” dlan=1,2,...
Pn =

1=l =1-72 dlan=0.
Zakladajac, ze wszystkie 2" rozkltadow plci dzieci w rodzinie o n dzieciach jest row-
noprawdopodobne oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana rodzina ma
a) co najmniej jedna cérke;
b) dokladnie jedna cérke?
c¢) Losowo wybrana rodzina ma przynajmniej jedna cérke, jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze jest ona jedynaczka?

. W Matej Wigkszej sa dwie szkoty podstawowe - SP1 i SP2. Przeprowadzone pod
koniec roku szkolnego egzaminy wykazaly, ze wiekszy procent dziewczynek w SP1
potrafi rozwiaza¢ uklad réwnan niz w SP2 podobnie wigkszy procent chlopcow z SP1
potrafi to zrobi¢ niz w SP2. Czy znaczy to, ze ”statystyczne dziecko” ze szkoty nr
1 lepiej wypadlo w rozwiazywaniu ukltadu rownan od ”statystycznego dziecka” ze
szkoly nr 27
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. Rzucamy dwa razy kostka. Rozwazmy zdarzenia: A — za pierwszym razem wypadla
liczba oczek podzielna przez trzy, B — za drugim razem wylosowano liczbe oczek
podzielng przez trzy, C' — suma wyrzuconych oczek jest parzysta. Czy zdarzenia
A, B, C s parami niezalezne? Czy sa niezalezne?

. Rzucono n kostkami do gry. Okredlmy zdarzenia Ay - na k-tej kostce wypadta szostka,
1 < k < noraz A,41 - suma wyrzuconych oczek jest podzielna przez 6. Wykaz,
ze dowolne n sposréd zdarzen Aq, ..., Ani1 jest niezaleznych, ale lacznie zdarzenia
Ay, ..., Apy1 nie sa niezalezne.

. Na n kartkach zapisano n réznych liczb rzeczywistych, nastepnie kartki wlozono do
pudelka, wymieszano i losowano kolejno bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie,
ze k-ta z wylosowanych liczb jest wigksza od wszystkich poprzednich. Wykaz, ze
P(Ax) = 1/k oraz zdarzenia Aj, Ag, ..., A, sa niezalezne.

. Wyznacz najbardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego.

. Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym rzucie
wypadla szdstka, jesli wiadomo, ze

a) w 10 rzutach wypadlo dokladnie 7 szdstek

b) w 9 nastepnych rzutach wypadlo doktadnie 7 széstek.

. Rzucamy kostka do momentu az wypadnie piatka lub po raz trzeci széstka. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze rzucimy dokladnie n razy.

. Prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu jednego dnia na autostradzie bedzie k wy-
padkéw jest réwne 5%e ®/k!, k = 1,2,.... Prawdopodobienstwo tego, ze w danym
wypadku bedzie uczestniczyl samochdd czerwony jest 1/3. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze w ciggu jednego dnia na autostradzie bedzie k wypadkéw z udziatem
samochodéw czerwonych.
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. Rzucono n symetrycznymi monetami. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzyma-
na liczba ortéw jest podzielna przez k dla k = 2,4.

. Wykaz (uzywajac metod probabilistycznych), ze dla dowolnych liczb catkowitych do-
datnich n,m oraz p,q € [0, 1] takich, ze p + ¢ = 1 zachodzi nieré6wnos¢ (1 — p™)™ +
(I—¢™">1

. Rzucamy nieskonczenie wiele razy kostka. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1
wystapi nieskonczenie wiele serii ztozonych z 2017 széstek pod rzad.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 w ciggu niezaleznych rzutow moneta wy-
stapi kazdy skonczony ciag ztozony z ortéw i reszek.

. Dwaj gracze graja w orla i reszke moneta symetryczna. Jesli wypadnie orzel, gracz
A placi B 1 zl., a jedli reszka, to B ptaci A 1 zt. Gra sie konczy, gdy ktérys z graczy
zostanie bez pieniedzy. Na poczatku gry gracz A ma a zt., a B b zt.

a) Wykaz, ze z prawdopodobienstwem 1 gra sie zakonczy.

b) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze gre wygra gracz A.

. Rzucamy nieskonczenie wiele razy monetg na ktérej orzet wypada z prawdopodo-
bienstwem p. Przez A,, oznaczmy zdarzenie, ze w pierwszych n rzutach wypadlo tyle
samo orléw, co reszek. Wykaz, ze jesli p # 1/2, to z prawdopodobienstwem 1 zajdzie
skoniczenie wiele sposréd zdarzen Aq, Ao, .. ..

. Zdarzenia Aj, Ag,... sa niezalezne oraz P(A,) < 1 dla wszystkich n. Wykaz, ze
nastepujace warunki sg réwnowazne:

i) z prawdopodobienistwem 1 zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzen A,

ii) z prawdopodobienstwem 1 zajdzie nieskonczenie wiele zdarzen A,.

. Niech X, oznacza najdluzsza serie ortéw w n rzutach moneta symetryczna. Wykaz,
ze

a) P(X,, <alogyn) — 0 przy n — co dlaa < 1,

b) P(X,, < alogyn) — 1 przy n — oo dla a > 1.
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. Na przestrzeni losowej 2 = [0, 1] z prawdopodobiefistwem geometrycznym okreslamy
zmienne losowe. X (t) = t(1 —1), Y(t) = I[g,1/2)(t)-

i) Wykaz, ze X i Y sa zmiennymi losowymi

ii) Wyznacz o-ciala o(X) i o(Y).

iii) Czy zmienna Y jest o(X)-mierzalna? Czy zmienna X jest o(Y)-mierzalna?

iv) Wyznacz dystrybunaty zmiennych X i Y.

.a)Dlate[0,1]in=1,2,...niech X, (t) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia dwdjkowego
liczby t (w przypadku dwu rozwinie¢ wybieramy to ze skonczona liczba 1). Udowod-
nij, ze X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi na [0, 1] z miara Lebesgue’a.
b) Pokaz, ze funkcje Rademachera ry, () := sgn(sin(2"nz)) sa niezaleznymi zmienny-
mi losowymi na [0, 1] z miara Lebesgue’a.

. Niech Xi, Xo,...,X, beda zmiennymi losowymi na pewnej przestrzeni probabili-
stycznej oraz S, = X1 + ...+ X dla 1 < k < n. Wykaz, ze o(X1, Xo,...,X,) =
U(Sl, 52, PN ,Sn)

. Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dlat <0
1 1
) i+2t dao<t< g
Px=0y1,) qal<i<?
1 dlat> 3.

Oblicz P(X > 2), P(0 < X < 2), P(X =0), P(; < X < 2).

. Dystrybuanta zmiennej losowej X ma postaé

0 dlat<0
Fx(t)=4 3t dla0<t<2
1 dla t > 2.

Znajdz dystrybuante zmiennych min(1, X) i max(X, X?2).

. Rzucamy dwa razy kostka. Niech X oznacza minimum, a Y maksimum z uzyskanych
liczb oczek. Znajdz rozklady zmiennych X 1Y i sprawdz, ze 7— X ma ten sam rozktad
co Y. Jak sie zmieni odpowiedz, gdy bedziemy rzucaé 10 razy?

. Na pewnym skrzyzowaniu zielone $wiatto dla pieszych Swieci si¢ przez 30 sekund, a
czerwone przez 2 minuty (nie ma Swiatla z6ltego). Pan Abacki przychodzi na skrzy-
zowanie w losowym momencie czasu.

a) Znajdz dystrybuante czasu oczekiwania przez pana Abackiego na zielone $wiatto.
b) Pan Abacki czeka juz minute na zielone $wiatlo. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze bedzie musial czekaé jeszcze ponad pot minuty?
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11.

Podaj przyklad zmiennej o rozktadzie dyskretnym, ktorej dystrybuanta jest $cisle
rosnaca.

Niech F: R — [0,1] bedzie prawostronnie ciagla, niemalejaca funkcja taka, ze
limy oo F(t) = 1 oraz limy_,_o F(t) = 0. Wykaz, ze F jest dystrybunta pewnej
zmiennej losowe;j.

Wskazéwka. Okreslmy Q = (0,1) z prawdopodobiefistwem geometrycznym, zas
zmienng losowa X jako

X(t) =sup{s: F(s) <t}, te(0,1).

Znajdz wszystkie zmienne losowe X o wartosciach naturalnych, takie, ze P(X > n) >
0 oraz P(X > n+m|X >n) =P(X > m) dla wszystkich liczb naturalnych n,m.

Zmienna losowa X ma gestosé¢ cz?] [0,5) (). Znajdz liczbe ¢ oraz dystrybuante zmiennej

X.
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. Zalézmy, ze dystrybuanta F' zmiennej losowej X jest ciagla i kawatkami klasy C'.
Wykaz, ze X ma rozklad ciagly (z gestoscia g = F’).

. Znajdz rozktad zmiennej aX + b oraz e=~, gdy X ma rozklad wykladniczy z para-
metrem .

. Znajdz rozklady zmiennych bX + ¢, eX i X2, gdy X ma rozklad normalny N(a,o?).

. Znajdz rozklad zmiennej min{ X2, X4}, gdy X ma rozktad jednostajny na przedziale
[—2,8].

. Podaj przyktad zmiennej X o ciaglej dystrybuancie, ktéra nie ma rozktadu cigglego
(tzn. nie ma gestosci).

. Niech X bedzie nieujemng ,niestarzejaca sie zmienng losows’, tzn.
Visso P(X > s+t X >s) =P(X > 1)

(zakladamy, ze P(X > t) > 0 dla wszystkich t). Udowodnij, ze X ma rozklad wy-
ktadniczy.

. Zmienne losowe X i Y s niezalezne, przy czym dystrybuanta X jest ciagta. Wykaz,
zZeP(X=Y)=0.

. Zmienna X jest niezalezna od samej siebie. Wykaz, ze istnieje liczba c taka, ze P(X =
c)=1.

. Zmienna losowa X ma rozklad wykltadniczy z parametrem 1. Wyznacz rozklady
zmiennych | X | oraz {X}. Czy zmienne te sa niezalezne?

10
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. Dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y’) ma rozklad z gestoscia

9(w,y) = cxyliocagy<i)-

i) Znajdz staly c oraz rozklady zmiennych X i Y.
ii) Znajdz rozklad zmiennej X/Y.

Wektor losowy (X,Y) ma rozktad jednostajny na kole o srodku w (0,0) i promieniu
2.

i) Znajdz rozklady zmiennych X i Y.

ii) Oblicz P(|X |+ |Y| < 1).

Zmienne losowe X7,..., X, sa niezalezne, przy czym X; ma rozklad wykladniczy z
parametrem J\;. Znajdz rozklad zmiennej max{Xj,..., X,}.

Wykaz, ze zmienne X1, ..., X, o rozkladzie dyskretnym sa niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy P(X1 = u1,..., X, = up) = P(X7 = w)P(X2 = up) - - P(X,, = up) dla
dowolnych wy, ..., u, takich, ze P(X; = u;) > 0 dla wszystkich i.

. Wykaz, ze zmienne rzeczywiste X1i,..., X, o rozkladzie cigglym z gesto$ciami od-

powiednio g¢1,...,g, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektor losowy X =
(X1,...,Xp) ma gestos¢ gy dana wzorem gx (z1,...,2n) = g1(21)g2(72) - - - gn(Tn).

7 talii 52 kartowej losujemy 5 razy ze zwracaniem po jednej karcie. Niech X ozna-
cza liczbe wyciagnietych pikéw, Y - kierdéw, a Z - waletéw. Czy zmienne X i Y sa
niezalezne? Czy zmienne X i Z sa niezalezne?

Zmienne X1, Xo, ..., X, sa niezalezne oraz P(X; = £1) = 1/2.
i) Czy zmienne X; + Xy, X1 X2 sa niezalezne?

ii) Czy zmienne X7 + Xo, X3, X4 + X5X¢ sa niezalezne?

iii) Czy zmienne X1, X1 Xo,..., X1 Xs--- X, sa niezalezne?

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie geometrycznym z
parametrami odpowiednio p i r. Oblicz P(X <Y).

Rozwiaz zadanie j.w., ale w przypadku gdy X i Y maja rozklad wyktadniczy z para-
metrami A i p.

Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad N (0,1). Znajdz taczny rozklad wektora
losowego (X + Y, X —Y). Co mozna powiedzieé¢ o jego wspotrzednych?

Niech Xi(j), 1 <@ < nyj=1,2,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, a f;
funkcjami mierzalnymi na R™. Czy zmienne fj(ij), e ,quj].)), j =1,2... musza

by¢ niezalezne? OdpowiedZ uzasadnij.

11
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. Zalézmy, 7ze P(X = 0) = P(X = 1) = 1 oraz P(X = —5) = 1. Oblicz EX, Eﬁ,
Esin(rX) i Var(X).

. Oblicz Et¥X dla t € Ri X o rozkladzie Poissona z parametrem A\ (tzn. P(X = k) =
Mee Akl dla k=0,1,...).

. Zmienna losowa X ma gestosé g(z) = %xzf[og] (x). Oblicz EX, Eﬁ oraz Var(X?).

. Roztrzepana sekretarka umiescita w sposéb losowy N listéw w N uprzednio zaadreso-
wanych kopertach. Niech X oznacza liczbe listéw, ktére trafity do wlasciwej koperty.
Znajdz wartos¢ oczekiwana i wariancje X.

. Do klasy chodzi 20 uczniéw. Nauczyciel na kazdej lekcji pyta losowo wybranego
ucznia. Znajdz warto$é¢ oczekiwang i wariancje liczby uczniéw przepytanych w ciagu
15 lekcji.

. Kazdy bok i przekatna siedmiokata pomalowano w sposéb losowy na jeden z trzech
koloréw (zakladamy, ze kolory réznych odcinkéw sa dobierane niezaleznie i kazdy
z trzech dostepnych koloréw jest wybierany z jednakowym prawdopodobienstwem).
Oblicz wartosé oczekiwana liczby jednobarwnych tréojkatéw o wierzchotkach bedacych
wierzchotkami siedmiokata.

. Niech (7(1),...,m(n)) oznacza losowg permutacje zbioru {1,...,n}. Niech N oznacza
najwieksza liczbe taka, ze w(k) > n(k — 1) dla k < N. Oblicz EN.

. Kij o dlugosci 1 ztamano w losowym punkcie. Oblicz warto$é¢ oczekiwang stosunku
i) dlugosci kawalka prawego do dlugosci lewego,
ii) dlugosci kawalka krétszego do dlugosci kawatka dluzszego.
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10.

Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 10

. Znajdz warto$¢ oczekiwana i wariancje nastepujacych rozktadow probabilistycznych:

i) dwumianowego z parametrami n, p,
ii) Poissona z parametrem A\,

iii) geometrycznego z parametrem p,
iv) jednostajnego na przedziale [a, b],
v) wykladniczego z parametrem A,
vi) Gamma z parametrami a, (3,

vii) normalnego N (a, 0?).

. Na pewnym skrzyzowaniu zielone $§wiatlo $wieci sie przez 20 sekund, a czerwone

przez 40 sekund. Na skrzyzowanie przychodzi w losowym momencie pan Abacki.
Zmajdz wartos¢ oczekiwang i wariancje czasu oczekiwania przez Abackiego na zielone
swiatto.

Wektor (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie {|z| + |y| < 1}. Oblicz war-
tosé oczekiwang, wariancje oraz kowariancje zmiennych X i Y. Czy sa to zmienne
niezalezne?

Wektor (X,Y) maja rozklad jednostajny na tréjkacie o wierzcholtkach w punktach
(0,0), (0,2) i (2,0). Oblicz warto$¢ oczekiwana, wariancje, kowariancje i korelacje
zmiennych X i Y.

Moéwimy, ze zmienna losowa X jest symetryczna, jesli zmienne X i —X maja ten sam
rozktad. Wykaz, Ze nastepujace warunki sg rownowazne:

i) X jest symetryczna,

ii) X ma ten sam rozklad, co ¢X, gdzie ¢ jest niezalezne od X i P(e = £1) =1/2,
iii) Ef(X) = 0 dla dowolnej nieparzystej, ograniczonej funkcji f.

Zmienne losowe X, Y spelniaja warunki Var(X) = 2, Var(Y) = 4, Cov(X,Y) = —1.
Oblicz Var(2X — 3Y) i Cov(5X +2Y, X — 3Y).

Zmienna X ma standardowy rozklad normalny. Oblicz EX*, E|X|¥ dla k =1,2,....

Zmienna X ma rozklad N(0,1). Oblicz Eexp(AX) dla A € R. Jak sie zmieni odpo-
wiedz, gdy X ma rozklad N (a,o?)?

Zatézmy, ze P(X = 1) = P(X = —1) = 1/4 oraz P(X = 0) = 1/2. Znajdz mediane
X oraz | X|.

Zmajdz mediane rozktadu wykladniczego z parametrem A.

13



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 11

1. Wykaz, ze mediana istnieje dla dowolnej zmiennej losowej, ale moze nie byé¢ jedno-
znacznie zdefiniowana, nawet jesli zmienna ma rozktad ciagty.

2. Zmienne X i Y sa niezalezne i maja rozktad geometryczny z parametrami odpowied-
nio p i q. Znajdz rozktad X +Y oraz X —Y.

3. Méwimy, ze zmienna X ma rozklad I" z parametrem r > 0 (ozn. X ~ I'(r)), jesli X
ma gestosé

gr(z) = F(lﬂiﬂr_le_zf{@op
gdzie I(r) = [;° 2" e "dx.
a) Wykaz, ze jesli zmienne X1, ..., X, sa niezalezne oraz X; ~ I'(r;), to X1+ ...+
Xp~T(ri+... 4+ ).
b) Wykaz, ze jesli zmienne Xi,...,X,, sa niezalezne oraz kazda z nich ma rozklad
wykladniczy z parametrem A, to X1 + ...+ X, ~ :T'(n). (Uwaga. Rozklad al'(r) w
zalezno$ci od przyjetej konwencji sie oznacza jako rozktad I'(r,a) lub I'(r,1/a).)
c¢) Wykaz, ze jedli zmienne X7, ..., X, sa niezalezne oraz X; ~ N(0,1), to X2 +...+
X2 ~ 2I'(n/2). (Uwaga. Rozklad ten wystepuje w wielu zastosowaniach statystycz-
nych i si¢ nazywa rozkladem chi kwadrat o n stopniach swobody.)

4. Zmienne X i Y sa niezalezne oraz maja rozklad jednostajny na przedziale [—1,1].
Dla s,t € R znajdz rozktad zmiennych sX + tY.

5. Zmienne X1, Xo,€1,€2 s3 niezalezne, przy czym X; maja rozktad wyktadniczy z pa-
rametrem A, a P(g; = £1) = 1/2. Znajdz rozklad ¢;X;, X1 — Xy oraz €1 X7 + €2X5.

6. X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z parametrami
A i p, znajdz rozklad zmiennej X/Y.

7. Zmienne losowe X iY sa ograniczone oraz EX* = EY* dla wszystkich k. Udowodnij,
ze X 1Y maja ten sam rozklad.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 12

. Wykaz, ze suma dwbch niezaleznych zmiennych o rozktadzie normalnym ma rozktad
normalny.

. Zalézmy, ze zmienne X1, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym
X; ma rozktad normalny N(a;0?). Dla t1,ts,...,t, € R wyznacz rozklad t;X; +
toXo 4+ ...+, Xn.

. Rzeczywista zmienna losowa X spelnia E|X|P < co. Udowodnij, ze

lim t"P(|X| > t) = 0.
t—o0

. Niech S = X", a;&;, gdzie (g;) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P(e; =
+1) = % Wykaz, ze dla wszystkich A € R,

n
EeM < exp (%)\2 Zalz)

i wywnioskuj stad, ze jesli >.7; a? > 0. to dla ¢ > 0,

tQ
P(S| >t) <2 - .
151> 0 < 20 — g

. Zmienne losowe £1, €9, £3 sa niezalezne oraz P(e; = +1) = 1/2. Oblicz E(e1|e1+e2+€3)
i E<6162|€1 + 6263).

. Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne, przy czym X ma rozklad Bernoulliego Bin(n, p),
Y ma rozktad Bernoulliego Bin(n,p). Oblicz E(X + Y|X) oraz E(X|X +Y).

. Rzucono kostka najpierw raz, a nastepnie tyle razy ile oczek wypadto w pierwszym
rzucie. Oblicz wartos¢ oczekiwang sumy wyrzuconych oczek oraz liczby wyrzuconych
tréjek.

. W urnie znajduje si¢ a kul biatych, b kul czarnych i ¢ kul czerwonych, przy czym
a,b,c > 1. Losujemy ze zwracaniem po jednej kuli z urny dopoki nie wylosujemy kuli
czerwonej. Oblicz warto$é oczekiwana wylosowanych kul biatych.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 13

. Zmienne N, X1, Xo,... sa niezalezne, przy czym N ma rozklad Poissona z parame-
trem A, a X; maja rozklad jednostajny na [0,1]. Oblicz E(X; + X2 + ... + Xn).

. Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne o rozkladzie wykladniczym z parametrem X, niech
Sn=X1+Xo+ ...+ X,.

a) Oblicz E(S,|X1), E(S2|X1).

b) Dla n > k wyznacz E(S,|Sy), E(S2|Sk) oraz E(e=57|S}).

. Zmajdz przyktad zmiennych losowych X,Y, ktére nie sa niezalezne, ale E(X|Y) =
EX.

. Zalézmy, ze dodatnie zmienne X, Y przyjmuja wartosdci catkowite oraz

L dlal1 <k«

_ — )=
P(X =k Y =1) {O w przeciwnym przypadku

Oblicz E(X|Y) i E(YX|Y).

. Wektor losowy (X,Y) ma gesto$¢ g(z,y). Niech f bedzie funckja borelowska taka, ze
E|f(X,Y)| < co. Wykaz, ze E(f(X,Y)]Y) = h(Y) p.n., gdzie

{ W jesli [ g(z,y)dw > 0

0 w przeciwnym przypadku

h(y) =

. Zmienna losowa (X,Y) ma gestosé

z? —z(y+1)
g(fﬂay) = ?6’ Ix>0,y>0-
Wyznacz E(Y|X), E(Y2|X?) oraz P(Y > 1|X3 + 1).

. Zmienne X iY sa niezalezne o rozktadzie jednostajnym na [0, 1]. Oblicz E(X3|X +Y)
oraz E(max(X,Y)| min(X,Y)).

. Dane jest o-cialo G oraz zmienne losowe X i Y takie, ze zmienna X jest mierzalna
wzgledem G, a Y jest niezalezna od G. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji borelowskiej
h takiej, ze E|h(X,Y)| < oo,

E(h(X,Y)|9) = H(X) pn.,
gdzie H(x) = Eh(z,Y).

. Niezalezne zmienne losowe X,Y maja rozklad jednostajny na [0,1]. Dla s,t € R
oblicz E(sin(sX + tY)|X).
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10.

11.

Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 14

. Wykaz, ze, jesli X, — X oraz X, 5 Y, to (X =Y) = 1.

. Wykaz, ze X, Ex wtedy i tylko wtedy, gdy Emin(|X,, — X|,1) — 0.

Niech X7, Xo, ... bedzie ciagiem zmiennych o jednakowym rozkladzie takim, ze E| X| <

| P
oo. Wykaz, Ze - max;<, | X;| — 0.

. Wykaz, ze jedli zmienne X1, Xo,... sa niezalezne oraz maja jednakowy rozktad taki,

ze EX? < oo, to

X1++Xn
n

— EX; wg prawdopodobienstwa.

Ciagi zmiennych losowych (X, )n>1 oraz (Y, )n>1 sa zbiezne wedlug prawdopodobien-
stwa odpowiednio do X i Y. Udowodnij, ze

i) ciag a X, + bY,, jest zbiezny do aX + bY wedlug prawdododobienstwa dla a,b € R,
ii) ciag X, Y, jest zbiezny do XY wedlug prawdododobienstwa.

Dana jest catkowalna zmienna losowa X. Okredlamy dla n > 1,
-n dla X(w) < —n

Xp(w) =14 X(w) da|X(w)|<n
n dla X (w) > n.

Czy ciag X,, jest zbiezny prawie na pewno? Czy jest zbiezny w L'?

Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne, maja ten sam rozklad oraz P(|X;| < 1) = 1.
Wykaz, ze ciag R, = X1 Xa--- X, zbiega do 0 p.n..

Zmienne (X,,),>1 sa niezalezne, przy czym X,, ma rozklad Poissona ze $rednia 1/n.
Zbadaj zbieznosé ciagu X,

i) wedlug prawdopodobienstwa;

ii) prawie na pewno;

i) w L? i L3/2.

Liczby p,q > 1 spelniaja warunek 1/p + 1/q = 1. Wykaz, ze jesli X,, zbiega do X w
LP oraz Y, zbiega do Y w LY, to X,,Y;, zbiega do XY w L!.

Zmienne (ey,)n>1 sa niezaleznymi zmiennymi Rademachera, tzn. P(e; = £1) = 1/2.
Wykaz, ze jesli .00 ; a2 < oo, to szereg >.°° | ane, jest zbiezny p.n..

Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne, nieujemne, maja ten sam rozklad oraz P(|X;| =
0) < 1. Wykaz, ze > o2 ; X;, = 00 p.n..
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