Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - 1

. Grupe n dzieci ustawiono w sposén losowy w szereg. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze

a) Jacek i Agatka stoja kolo siebie;

b) Jacek, Placek i Agatka stoja kolo siebie.

. Ze zbioru n elementowego losujemy ze zwracaniem r elementéw. Jakie jest
prawdopodobienistwo tego, ze ktérys element sie powtorzyt?

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w brydza gracz N otrzymatl
a) wszystkie karty réznej wartosci;

b) doktadnie dwa piki;

¢) co najmniej dwa piki;

d) dwa piki, 3 kiery, 4 kara, 4 trefle;

e) uklad 4432;

f) uklad 4441.

. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w grze w pokera talia 24 kartowa gracz

otrzyma z reki

a) pare

b) dwie pary
) straighta

d) tréjke
)
)

h) pokera.

. 10 jednakowych ciastek rozdzielono miedzy czwoérke dzieci w sposéb loso-
wy. Oblicz prawdopodobienistwo tego, iz

a) Jacek otrzymal dokladnie 1 ciastko

b) Jacek otrzymal co najmniej 1 ciastko

c) kazde z dzieci otrzymalo co najmniej 1 ciastko
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. a) Ile réznych stéw (niekoniecznie sensownych) mozna utworzy¢ permutu-
jac litery stowa MATEMATYKA?

b) Jesli wybierzemy losowo ktéres z tych stéw jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze litery T nie stoja obok siebie?

. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze w grze w pokera dostaniemy
a) co najmniej jednego asa

b) co najmniej jednego asa i kréla

¢) co najmniej jednego asa, kréla i dame?

. Roztrzepana sekretarka rozmiescita losowo N listéw w N uprzednio za-
adresowanych kopertach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) pewien list trafil do wlasciwej koperty;

b) dokladnie k listéw trafilo do wtasciwej koperty.

. 7Z talii 24 kartowej losujemy 5 kart bez zwracania. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze wylosowaliSmy doktadnie 3 asy jesli wiadomo, ze

a) mamy conajmniej jednego asa

b) mamy asa czarnego koloru

¢) mamy asa pik

d) pierwsza wylosowana karta jest as

e) pierwsza wylosowana karta jest czarny as

f) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

. W pewnej kraju dzialajg trzy sieci telefonii komérkowej. Pierwsza firma
ma 40% rynku, druga 35% a trzecia 25%. Wéréd abonentéw pierwszej
firmy 40% oséb uzywa telefonéw na karte, wéréd drugiej 50%, a trzeciej
60%.

a) Jaki procent uzytkownikéw telefonéw komorkowych uzywa telefonu na
karte?

b) Losowo wybrano uzytkownika telefonu na karte. Jaka jest szansa, ze
korzysta on z ushug pierwszej firmy.

. W Matej Wigkszej sa dwie szkoly podstawowe. Przeprowadzone pod ko-
niec roku szkolnego egzaminu wykazaly, ze wiekszy procent dziewczynek
w szkole nr 1 potrafi roztozy¢ liczbe 2007 na czynniki pierwsze niz w szkole
nr 2, podobnie wiekszy procent chlopcéw z jedynki potrafi to zrobié niz
w dwdjce. Czy znaczy to, ze "statystyczne dziecko” ze szkoly nr 1 lepiej
wypadto w rozkladaniu 2007 od ”statystycznego dziecka” ze szkoly nr 27

. Prawdopodobiefistwo, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci jest réwne

_f ap” n=12,...
Pn = l—zzozlapnzl—% n=20

Zakladajac, ze wszystkie 2" rozktadéw plci dzieci w rodzinie o n dzieciach
jest réwnoprawdopodobne oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybra-
na rodzina ma



a) conajmniej jedna cérke

b) dokladnie jedna cérke?

¢) Losowo wybrana rodzina ma przynajmniej jedna corke, jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze jest ona jedynaczka?

. Dwaj gracze rzucaja symetryczna moneta az pojawi si¢ ciag OOO lub
ORO. Jesli najpierw pojawi sie OO0 wygrywa gracz A, jesli ORO gracz
B.

a) Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 gra sie zakoficzy.

b) Jakie sg szanse, ze gre wygra gracz A?
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. W urnie znajduje sie b kul bialych i ¢ kul czarnych. Losujemy z urny po
jednej kuli a nastepnie zwracamy ja do urny dokltadajac a kul tego samego
koloru. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) Pierwsza i druga wylosowana kula bedzie biala;

b) W pierwszych trzech losowaniach wylosujemy doktadnie jedna czarng
kule;

¢) Druga wylosowana kula bedzie biala;

d) n-ta wylosowana kula bedzie biala.

. Z kwadratu jednostkowego wybrano w sposéb losowy punkt (x,y). Oblicz
a) P(max(x,y) < t),

b) P(x+y<t),
c) P(lz —y| <),
c) P(max(z,y) <t|z+y<1/2).

. (Igta Buffona) Igte o dlugosci I rzucono w sposéb losowy na plaszczyzne z
zaznaczonymi liniami réwnolegtymi. Odleglo$é miedzy sasiednimi liniami
wynosi d > [. Oblicz prawdopodobienstwo, ze igla przetnie ktoras z linii.

. Z przedzialu [0, 1] wybrano w sposéb losowy dwa punkty, ktére podzielity
go na trzy odcinki. Jaka jest szansa, ze z tych odcinkéw da si¢ zbudowaé

tréjkat?

. Wyznacz o cialo generowane przez
a) dwa zbiory A i B;
b) trzy zbiory A, BiC.

. Czy istnieje o-cialo zlozone z 7-elementow?

. Wiadomo, ze P(AUB) = 0.5, P(ANB) = 0.1 oraz P(A\ B) = 2P(B\ A).
Oblicz P(A4) i P(B).

. Wykaz, ze dla dowolnych zdarzen Ay, ..., A, zachodza nieréwnosci

iP(AipP(OAiDiP(Ai)_ > P(AinA4y).

i=1 i=1 1<i<j<n
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. Rzucamy kostka do gry n razy. Oblicz wartos¢ oczekiwana sumy wyrzu-
conych oczek.

. Urna zawiera N kul w tym b kul biatych. Losujemy z urny bez zwracania
n kul (n < N). Oblicz wartos$é oczekiwana wylosowanych kul biatych.

. Roztrzepana sekretarka umiescita w sposéb losowy N listéw w N uprzed-
nio zaadresowanych kopertach. Znajdz wartos¢ oczekiwang liczby prawi-
dtowo umieszczonych listéw.

. Wielokat wypukly o érednicy mniejszej niz d rzucono na plaszczyzne z
zaznaczonymi liniami réwnolegltymi w odleglosci d. Oblicz prawdopodo-
biefistwo, ze wielokat przetnie ktéras z linii.

. Na kazdej lekcji historii nauczyciel pyta 3 losowo wybranych z klasy 30
osobowej uczniéw. Oblicz wartos¢ oczekiwana liczby uczniéw przepytanych
w ciaggu 10 kolejnych lekcji

a) Przynajmniej jeden raz

b) Dokladnie jeden raz.

. Kostka do gry rzucamy dopdki

a) nie pojawi sie széstka

b*) nie pojawia sie wszystkie mozliwe liczby oczek.
Oblicz warto$é¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutow.
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. Z kwadratu jednostkowego wylosowano punkt (X, Y"). Oblicz dystrybuante
i rozklad nastepujacych zmiennych losowych X, min(X, %), (X —1/2)2,
arctg(X), min(X,Y), X +Y.

. Naszkicuj dystrybuante zmiennych losowych o rozktadzie
a) dwumianowym z parametrami n = 3, p = 1/2,

b) geometrycznym z parametrem p = 1/4,

c¢) Poissona z parametrem A = 1.

. Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dlaz < 0
1 1
) =+2r dla0<az<qy
ExO=9%10 dal<o<?
1 dlam)%.
Oblicz P(X > 2), P(0< X < 2), P(X =0), P({4 < X < 2)

. Oblicz dystrybuate zmiennych losowych o rozktadzie:
a) jednostajnym na [a, b].
b) wykladniczym z parametrem .

. Zmienna X ma rozklad N(0,1). Znajdz rozktad zmiennych losowych: X3
oraz 2X?2 + 1.

. a) Wykaz, ze zmienna losowa X o rozkladzie wykladniczym jest ,niesta-
rzejaca sie” zmienna losowa tzn.

P(X >s+tX >s)=P(X >t)das,t>0.

b*) Wykaz, ze jeSli X jest ,niestarzejaca sie” zmienna losowa (zakladamy,
ze P(X >t) > 0 dla wszystkich t), to X ma rozklad wyktadniczy.

. Zmienna losowa X ma gesto$¢ ca®Ij_y oj(x). Znajdz staly ¢, dystrybuante
i warto$é oczekiwana X. Jaki rozktad ma zmienna X?2?

. Oblicz wartos¢ oczekiwana podstawowych rozkladow: dwumianowego z
parametrami n i p, geometrycznego z parametrem p, Poissona z parame-
trem A, jednostajnego na [a,b], wykladniczego z parametrem A, normal-
nego N (a,o?).

. Méwimy, ze zmienna X ma rozktad Cauchy’ego z parametrem h, jesli X
ma gestosé W Ile wynosi warto$¢ oczekiwana X7
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11.
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. 7Z talii 52 kartowej losujemy dwie karty. Rozpatrzmy trzy zdarzenia: wylo-

sowalisémy doktadnie jednego kréla, wylosowaliémy dokladnie jednego asa,
wylosowaliémy dokladnie jednego pika. Czy sa to zdarzenia niezalezne?
Ktoére z par tych zdarzen sa niezalezne?

Zdarzenia A, B i C' sa parami niezalezne. Czy wynika stad niezalezno$c¢
zdarzeh AU B i C?

Zdarzenia A i B sa niezalezne oraz P(AU B) = 1. Wykaz, ze P(4) =1
lub P(B) = 1.

. Rzucamy n razy symetryczna moneta. Niech A; dla ¢ = 1,...,n oznacza

zdarzenie, ze w i-tym rzucie wypadl orzel, zas A, -wypadla parzysta
liczba ortéw. Wykaz, ze kazde n spo$rdd zdarzen A; jest niezalezne, ale
wszystkie A; nie sa.

Dla A € F zdefiniujmy A' = Ai A~! = A". Udowodnij, ze dla dowolnych
Ay, ... An € Fieq,...,en € {—1,1} zdarzenia Ay,..., A, sa niezalezne
wtedy i tylko wtedy gdy zdarzenia AT, ..., A sa niezalezne.

W meczu ligowym gospodarze wygrywaja z prawdopodobienstwem 0,5, a
goscie 0.2. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w oSmu meczach kolejki
cztery razy zwycieza gospodarze, trzy razy goscie, a raz bedzie remis.

Oblicz prawdopodobienstwo, ze w schemacie Bernoulliego w n prébach
i prawdopodobienstwu sukcesu w pojedynczej probie rownym p bedzie
parzysta liczba sukceséw.

Dwaj gracze rzucaja symetryczna moneta n razy, jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze otrzymaja te samg liczbe ortéw?

Rzucamy wielokrotnie parg symetrycznych kosci. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze suma oczek rowna 7 wypadnie przed sumg oczek 8.

Liczba jajeczek zlozona prze owada ma rozklad Poissona z parametrem
. Z kazdego jajeczka z prawdopodobienstwem p wylega sie potomek, nie-
zaleznie od innych jajeczek. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze owad
bedzie mial doktadnie n potomkow.

Udowodnij, ze z prawdopodobiefistwem 1 w ciagu niezaleznych rzutéw
moneta wystapi kazdy skonczony ciag zlozony z ortow i reszek.

Zdarzenia Aj, As,... sa niezalezne i maja rowne prawdopodobienstwa.
Jaka jest szansa, ze zajdzie nieskonczenie wiele spoéréd zdarzen A;7
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. Niech F': R — [0, 1] bedzie funkcja prawostronnie ciagla, niemalejaca taka,
ze lim;_,_ o F'(t) = 0 oraz lim;_,o F'(t) = 1, za§ Y ma rozklad jednostajny
na (0,1). Wykaz, ze istnieje funkcja niemalejaca ¢: (0,1) — R taka, ze
zmienna X = ¢(Y) ma dystrybuante F.

. Oblicz wariancje podstawowych rozkladéw: dwumianowego z parametrami
n i p, geometrycznego z parametrem p, Poissona z parametrem A, jedno-
stajnego na [a, b], wyktadniczego z parametrem \, normalnego N (a, o?).

. Roztrzepana sekretarka umiescita w sposéb losowy N listow w N uprzed-
nio zaadresowanych kopertach. Znajdz wariancje liczby prawidlowo umiesz-
czonych listow.

. Urna zawiera N kul w tym b kul biatych. Losujemy z urny bez zwracania
n kul (n < N). Oblicz wariancje liczby wylosowanych kul biatych.

. Oblicz E|X|? dla p > 0 w przypadku gdy
a) X ma rozktad wykladniczy z parametrem A,
b) X ma rozktad A(0,1).
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. a) Pokaza¢, ze funkcje Rademachera r,(z) = sgn(sin(2"7x)) sa niezalez-
nymi zmiennymi losowymi w ([0, 1], B([0, 1]), A1)

b) dlat € [0,1] i n =1,2,... niech X,(¢) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia
dwdjkowego liczby ¢ (w przypadku dwu rozwinie¢ wybieramy np. to ze
skoniczong liczba 1). Udowodnij, ze X7, Xs, ... sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi w ([0, 1], B(]0, 1]), A1).

. Niech €1,¢9,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich,
ze P(g; = £1) = 1 (zob. zad. 4.). Dla skoticzonych podzbioréw A liczb
calkowitych dodatnich zdefiniujmy funkcje Walsha

~ Tlicasi jesli A#£0
“’A_{ 1 jesli A =0

a) znajdz rozklad wy
b) wykaz, ze wa, wp sa niezalezne gdy A # B. Czy wa, wp, we musza byé
niezalezne dla réznych indeksow A, B, C'?

. Niech Xi,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie z ciagla dystrybuanta F. Dla w € Q niech X{(w),..., X} (w)
bedzie ustawieniem X;(w),...,X,(w) w porzadku rosnacym X7 (w) <
X5 (w) <... < X} (w) (czyli w szczegdlnosdei X7 = min(Xy, ..., X,), X} =
max(Xy,...,Xy). Znajdz dystrybuante X; dla k =1,...,n (X} nazywa-
my k-ta statystyka porzadkowa ciagu X, ..., X,).

. Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie geome-
trycznym z parametrami odpowiednio p i . Oblicz P(X <Y).

. Rozwiaz zadanie j.w., ale w przypadku gdy X i Y maja rozklad wyklad-
niczy z parametrami A i p.

. Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne, przy czym dystrybuanta X jest cia-
gla. Wykaz, ze P(X =Y) =0.
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. Zmienna X ma rozktad N(a,o?). Jaki rozktad ma zmienna cX + d?

. Znajdz rozklad X +Y jesli X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
oraz

a) X ~ Poiss(\1), Y ~ Poiss(Az)

b) X,Y maja rozklad jednostajny na [0, 1]

c) X ~N(a1,0%), Y ~ N(az,03)

d) X ~ F(Oél,ﬂ), Y ~ F(OZQ,IB).

. Zmienne X, Y, ¢ sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozklad wykladniczy
z parametrem A, a P(e = £1) = 1/2. Znajdz rozklad ¢X oraz X — Y.

. X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wykladniczym z
parametrami A i p, znajdz rozklad zmiennej X/Y.

. X1, X2, ... sa niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie N(0, 1).

a) Jaki rozktad ma zmienna Z;L:1 a; X;?

b) Oblicz kowariancje¢ i korelacj¢ zmiennych > . ; a;X; oraz Y ., b;X;
dla a,b € R™.

c) Wykaz, ze zmienne X; — X5, X1 + X5 sa niezalezne.

. Xo, X1, ...saniezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
z ciagla dystrybuanta. Niech N = inf{n : X,, > Xo}. Znajdz rozklad N i
oblicz EN.

10
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. Wykaz, ze jedli X,, & X 1Y, 2V, to aX,+bY, = aX+bY dla dowolnych
liczb rzeczywistych a, b.

. Wykaz, ze X,, = X wtedy i tylko wtedy gdy Emin(|X,, — X|,1) — 0.

. Zalézmy, 7e X, = X oraz Y, — Y. Wykaz, ze dla dowolnej funkeji ciaglej
FiR2Z SR, f(X,,Ya) — f(X,Y).

. Niech X;, Xs,... bedzie ciagiem zmiennych niezaleznych o jednakowym

rozkladzie takim, ze E|X| < co. Wykaz, ze < max;<,, | X;| 2o

. Wykaz, ze jesli €, jest ciagiem liczb dodatnich zbieznych do 0 takim, ze
S P(IX, — X| > e,) < oo, to X, = X pan..

11
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. Zmienne losowe X7, X5, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) = p, P(X; =
—1) = 1 — p dla pewnego p € (1/2,1]. Wykaz, ze X; +... + X,, —
prawie na pewno gdy n — oo.

. Zmienne losowe X7, Xo,... sg niezalezne o wspolnym rozktadzie wyktad-
niczym z parametrem A. Pokazaé, ze ciagi zmiennych losowych

0) X Xo+Xo X3+ ...+ X, X0 b) Xi+Xo+... +X,

n X2 +X2+...+X2

sa zbiezne prawie na pewno i znalez¢ ich granice.

. Dany jest ciag Xj, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o wspélnym
rozkladzie taki, ze EX; = oo (tzn EX; < oo oraz EX;" = 00). Udowodnij,

X1+ Xo+...+X

ze - n — oo prawie na pewno, gdy n — oo.

. Oblicz granice

. 1 12?4, 4a?
a) hmn_,oo fO - Jo ﬁdl‘l . dl‘n,

b) lim,, oo % fol ) fol Vi + .o+ 22day .. dog;
¢) limy, o0 fo ) fo (Bt +I”)dx1 co.dxy,, gdzie f:]0,1] — R jest funk-
cja ciagla.

. Zmienne X7, X5, ... sg niezalezne o wspélnym rozkladzie jednostajnym na
[0,2]. Czy ciagg M,, = (X1 X5 --- X,,)'/" jest zbiezny p.n.? Jedli tak, to do
jakiej granicy?

. Dla ciagu X7, X3, ... niezaleznych zmiennych losowych o wspélnym roz-
ktadzie o skonczonej wariancji definiujemy $rednig empiryczna m,, i dys-
trybuante empiryczna 62 wzorami

S

X1+ X+ + X, 72
n — b
n -1

mn
k:l

Udowodnij, ze Em,, = EX;, Eg2 = Var(X;) (tzn. m,, i 52 sa nieobciazo-

nymi estymatorami $redniej i wariancji) oraz m,, — EX;, 2 — Var(X;)
prawie na pewno gdy n — oo.
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