Zadania z rachunku prawdopodobienstwa I* - 1

. Grupe n dzieci ustawiono w sposéb losowy w szereg. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze

a) Jacek i Agatka stoja koto siebie,

b) Jacek, Placek i Agatka stoja kolo siebie.

. Ze zbioru n elementowego losujemy ze zwracaniem r elementow. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze ktérys element sie powtdrzyt?

. Siedmiu pasazeréw przydzielono losowo do trzech wagonéw. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze

i) wszyscy trafili do jednego wagonu,

ii) w kazdym wagonie znalazlo sie przynajmniej dwéch z tych pasazeréw?

. 7Z klasy liczacej 11 chtopcow i 13 dziewczynek wylosowano czteroosobowa delegacje.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w sktad delegacji wchodzi wiecej chtopcéw niz
dziewczynek.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w brydza gracz N otrzymat
a) wszystkie karty réznej wartosci;

b) dokladnie dwa piki;

¢) co najmniej dwa piki;

d) dwa piki, 3 kiery, 4 kara, 4 trefle;

e) uklad 4432;

f) uktad 4441.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w pokera talia 24 kartows gracz otrzyma
z reki

a) parg

b) dwie pary

c) straighta

d) tréjke

e) fulla

f) karete

g) kolor

h) pokera.

. 10 jednakowych ciastek rozdzielono miedzy czworke dzieci w sposéb losowy. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, iz

a) Jacek otrzymal dokladnie 1 ciastko

b) Jacek otrzymal co najmniej 1 ciastko

¢) kazde z dzieci otrzymalo co najmniej 1 ciastko
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Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w lotto sposrod 49 liczb wylosowana bedzie
szOstka nie zawierajaca dwu kolejnych liczb.

a) Ile réznych stéw (niekoniecznie sensownych) mozna utworzyé permutujac litery
stowa MATEMATYKA?

b) Jesli wybierzemy losowo ktéres§ z tych stéw jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze litery T nie stoja obok siebie?

Klasa liczy 15 uczniow, na kazdej lekcji do odpowiedzi jest losowany jeden uczen.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen bedzie przepytany.

W szafie znajduje sie n par butéw, na chybil trafit wybieramy z nich k butéw przy
czym k < n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wéréd wylosowanych butéw jest conajmniej jedna para,

b) wéréd wylosowanych butéw jest dokladnie jedna para.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym umieszczeniu N listéw w N
zaadresowanych kopertach zaden list nie trafi do wlasciwego adresata?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie k listéw trafi do wlasciwych
adresatow?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 2
(zadania gwiazdkowe do oddania 6 marca)

. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F,P), gdzie Q jest zbiorem przeliczalnym i

F = 2. Udowodnij, 7e istnieja liczby p, > 0, Y cq Pw = 1 takie, ze P(A) = 3 c 4 Pw
dla wszystkich A € F.

. Rzucamy moneta dopoki nie wypadna dwa orty pod rzad. Znalezé prawdopodobien-

stwo, ze rzucimy dokladnie k razy.

(Igta Buffona) Igle o dlugosci I rzucono w sposéb losowy na plaszczyzne z zaznaczo-
nymi liniami réwnolegltymi. Odlegtos¢ miedzy sasiednimi liniami wynosi d > [. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze igla przetnie ktoras z linii.

Wielokat wypukty o érednicy mniejszej niz d rzucono na ptaszczyzne poliniowang jak

w poprzednim zadaniu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wielokat przetnie ktéras
z linii. Co sie dzieje, gdy wielokat nie jest wypuktly?

Na kiju dtugosci I wybrano na chybil trafit 2 punkty i w tych punktach przetamano kij.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze z otrzymanych 3 kawatkéw mozna zbudowacé tréjkat.

Udowodnij, ze kazde o-ciato albo ma 2* elementéw dla pewnego k naturalnego albo
ma moc przynajmniej continuum.

L. 1. . .y, . . 2 1 k™
Wykaz, ze liczba o-cial podzbioréw zbioru {1,...,n} jest réwna = 37~ 77

Opisz wszystkie przestrzenie probabilistyczne z przeliczalnym zbiorem zdarzen ele-
mentarnych 2.

Udowodnij nastepujace tozsamosci

’

(limsup A,) = liminf(A,), (liminf A,) = limsup(A,),
liminf A,, C limsup A,, limsup(4, U B,) = limsup A, Ulimsup B,,
limsup 4,, Nliminf B,, C limsup(4,, N B,,) C limsup 4,, N lim sup B,,
jesli A, /" Alub A, \, A, to A =limsup A,, = liminf A4,,.
Wykaz, ze jesli A, = (—o0,z,) oraz z = limsupz, to limsup A, = (—oo,z) lub
(—o0, z] oraz oba te przypadki moga zajsé.

Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen probabilistycznych

a) P(UiLy Ai) = Yho  (—1)F! Sigir<..<ip<n P(Ai N N Ay )

b*) P(UiLq 4;) < 22”:1(—1)’“*1 Zlgi1<...<ikgn P(A;, N...NA;,) dla m nieparzystych
) P(UiL, Ai) > Z?Zl(—l)k’I Zl§i1<...<ik§n P(A;, N...NA;, ) dla m parzystych.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 3
(zadania gwiazdkowe do oddania 13 marca)

. Udowodnij, ze wzér p(A, B) := P(AAB) zadaje pseudometryke na F spelniajaca

warunek tréojkata.

Zalézmy, ze kota roztaczne B(z;,r;) sa zawarte w pewnym prostokacie oraz pokrywaja
ten prostokat z dokladnoscia do zbioru miary 0. Wykaz, ze >; r; = oco.

Udowodnij, ze nie istnieje prawdopodobienstwo okreslone na wszystkich podzbiorach
Z4 takie, ze dla wszystkich k, P(Ay) = 1/k, gdzie Ay, jest zbiorem liczb podzielnych
przez k.

. Z talii 24 kartowej losujemy 5 kart bez zwracania. Oblicz prawdopodobienistwo, ze

wylosowaliSsmy dokltadnie 3 asy, jesli wiadomo, ze
a) mamy conajmniej jednego asa

b) mamy asa czarnego koloru

¢) mamy asa pik

d) pierwsza wylosowana karta jest as

e) pierwsza wylosowang karta jest czarny as

f) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

Z odcinka [0, 1] wylosowano na chybil trafit dwie liczby. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze

a) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2;

b) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze mniejsza z liczb jest wieksza
niz 1/4;

c) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze ktéras z liczb jest wigksza
niz 1/4.

(schemat urnowy Polya) Urna zawiera b kul bialych i ¢ kul czarnych. Wykonujemy
kolejno nastepujace doswiadczenie: losujemy z urny kule, a nastepnie wktadamy ja
z powrotem do urny, a wraz z nig dokladamy do urny a kul tego samego koloru.
Udowodnij, ze prawdopodobienstwo wylosowania w n-tym losowaniu kuli bialej jest
réwne Wbc'

Test na rzadka chorobe, ktora dotknieta jest jedna osoba na 5 tysiecy, daje falszywa
pozytywna odpowiedz u osoby zdrowej w 2% przypadkdw, a u osoby chorej zawsze da-
je pozytywny wynik. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba u ktorej test przyniost
wynik pozytywny jest faktycznie chora?

Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci jest rowne

) ap™ n=12...
Pn = 1= ap” = —f‘_—p n=20
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Zakladajac, ze wszystkie 2" rozkltadow plci dzieci w rodzinie o n dzieciach jest row-
noprawdopodobne oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana rodzina ma
a) conajmniej jedna corke

b) dokladnie jedna cérke?

¢) Losowo wybrana rodzina ma przynajmniej jedna cérke, jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze jest ona jedynaczka?

Dwaj gracze graja w orta i reszke moneta symetryczna. Jesli wypadnie orzet gracz
A placi B 1 zt., jedli reszka to B ptaci A 1 zt. Gra sie konczy, gdy ktory$ z graczy
zostanie bez pieniedzy. Na poczatku gry gracz A ma a zt., a B bzl

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze gre wygra gracz A.

b) Jak zmieni si¢ to prawdopodobienstwo, jesli moneta jest sfalszowana tzn. orzet
wypada z prawdopodobienistwem p # 1/27

W populacji jest 15% dyslektykéw. Jesli w tescie diagnostycznym uczen popelni 6 lub
wiecej bledéw, to zostaje uznany za dylektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni
co najmniej 6 bltedéw w takim tedcie, ale réwniez nie-dyslektyk moze popelnié¢ wiecej
niz 5 bledéw z prawdopodobienstwem 1/10. Jasio popelnil w tescie 6 bledéw - jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze jest dyslektykiem? Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze w kolejnym tescie popelni co najmniej 6 btedoéw?

W Malej Wigkszej sa dwie szkolty podstawowe. Przeprowadzone pod koniec roku
szkolnego egzaminy wykazaly, ze wiekszy procent dziewczynek w szkole nr 1 potrafi
roztozy¢ liczbe 2012 na czynniki pierwsze niz w szkole nr 2, podobnie wigkszy procent
chlopcéw z jedynki potrafi to zrobi¢ niz w dwdjce. Czy znaczy to, ze ”statystyczne
dziecko” ze szkoty nr 1 lepiej wypadlo w rozktadaniu 2012 od ”statystycznego dziecka”
ze szkoty nr 27



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 4
(zadania gwiazdkowe do oddania 20 marca)

. Zalézmy, ze pi i po sa miarami probabibilistycznymi oraz pi(A) = uo(A) dla A € A.
i) Wykaz, ze jesli A jest m-ukladem, to p1(A) = p2(A) dla A € o(A).

ii) Podaj przyklad pokazujacy, ze teza i) nie musi byé prawdziwa, gdy usuniemy
zalozenie o tym, ze A jest m-ukladem.

. Dla A € F zdefiniujmy A' = Ai A~! = A" Wykaz, ze

i) dla dowolnego ciaggu znakéw e1, ..., e, € {—1,1} zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy zdarzenia AJ',..., A" sa niezalezne,

ii) zdarzenia A, ..., A, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu
zmakéw €1, ...,e, € {—1,1} zachodzi

P(AS' (... N AS) = P(AD) .- P(AS).

. Na n kartkach zapisano n réznych liczb rzeczywistych, nastepnie kartki wlozono do
pudelka, wymieszano i losowano kolejno bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie,
ze k-ta z wylosowanych liczb jest wigksza od wszystkich poprzednich. Wykaz, ze
P(Ax) = 1/k oraz zdarzenia Aj, Ag, ..., A, sa niezalezne.

. Rzucono n kostkami do gry. Okredlmy zdarzenia Ay - na k-tej kostce wypadta szostka,
1 < k < n oraz A,y1 - suma wyrzuconych oczek jest podzielna przez 6. Wykaz,
ze dowolne n sposréd zdarzen Aj, ..., Ap+1 jest niezaleznych, ale lacznie zdarzenia
Ay, ..., Apy1 nie sg niezalezne.

. Udowodnij, ze w definicji niezaleznosci n zdarzen kazde z 2" —n — 1 réwnan jest nie-
zbedne (tzn. jesli odrzucimy jedno z réwnan to istnieja zdarzenia zalezne spelniajace
wszystkie pozostale réwnania).

. Wyznacz najbardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w schemacie Bernoulliego w n prébach i praw-
dopodobienistwu sukcesu w pojedynczej probie réwnym p bedzie parzysta liczba suk-
cesOw.

. Dwaj gracze rzucaja symetryczng moneta n razy, jakie jest prawdopodobienistwo, ze
otrzymaja te sama liczbe ortéw?

. Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym rzucie
wypadla széstka, jesli wiadomo, ze

a) w 10 rzutach wypadlo dokladnie 7 szdstek

b) w 9 nastepnych rzutach wypadlo doktadnie 7 széstek.
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Rzucamy kostka do momentu az wypadnie piatka lub po raz trzeci széstka. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze rzucimy dokladnie n razy.

Niech X, oznacza najdituzsza serig¢ ortéw w n rzutach moneta symetryczna. Wykaz,
ze

a) P(X, <alogyn) — 0 przy n — oo dla a < 1,

b) P(X,, < alogyn) — 1 przy n — oo dla a > 1.

Wykaz (uzywajac metod probabilistycznych), ze dla dowolnych liczb catkowitych do-
datnich n,m oraz p,q € [0, 1] takich, ze p + g = 1 zachodzi nieréwnosé (1 — p™)™ +
(I=¢™">1

Rzucamy nieskonczenie wiele razy monetg symetryczng. Przez A, oznaczmy zdarze-
nie, ze w pierwszych n rzutach wypadto tyle samo ortéw, co reszek. Wykaz, ze z
prawdopodobienstwem 1 zajdzie nieskonczenie wiele sposrod zdarzen Aq, Ao, . ... Ile
wynosi to prawdopodobienstwo, jesli moneta nie jest symetryczna?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 5
(zadania gwiazdkowe do oddania 27 marca)

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 w ciagu niezaleznych rzutéw moneta wy-

stapi kazdy skonczony ciag ztozony z ortéw i reszek.

. Zdarzenia A, Ag,... sa niezalezne oraz P(A,) < 1 dla wszystkich n. Wykaz, ze

nastepujace warunki sg réwnowazne:
i) z prawdopodobienstwem 1 zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzen A,,
ii) z prawdopodobienstwem 1 zajdzie nieskonczenie wiele zdarzen A,.

Zal6zmy, ze X, Y zmienne losowe takie, ze X jest o(Y)-mierzalne, tzn. o(X) C o(Y).
Udowodnij, ze istnieje funkcja mierzalna ¢: R — R taka, ze X = ¢(Y).

Zmienna losowa X ma ciagla, $cidle rosnaca dystrybuante F'. Znajdz rozklad zmiennej
F(X). Czy odpowiedz si¢ zmieni, jesli nie zalozymy Scistej monotonicznoséci F7 A w
przypadku nieciagtej dystrybuanty?

Niech F': R — [0, 1] bedzie prawostronnie ciagla niemalejaca funkcja taka, ze F'(co) =
1 oraz F(—o0) = 0. Na odcinku [0, 1] z miara Lebesgue’a skonstruuj zmienna losowa,
ktéra ma dystrybuante F'.

Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dlat <0
1 1
) it dlao<t<
Fx(t)= §+t dla 3 <t<32
1 dlat > 3.

Oblicz P(X > 2), P(0< X < 2), P(X =0), P({; < X < 2).

Dystrybuanta zmiennej losowej X ma postaé

0 dlat<0
Fx(t)=4 3t dla0<t<2
1 dlat>2.

Znajdz dystrybuante zmiennych min(1, X) i max(X, X?).

a)Dlat € [0,1]in=1,2,... niech X,,(t) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia dwéjkowego
liczby t (w przypadku dwu rozwinie¢ wybieramy to ze skoniczona liczba 1). Udowodnij,
ze X1, X2, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi na ([0, 1], B([0,1]), |.|).

b) Pokaz, ze funkcje Rademachera r,(z) = sgn(sin(2"7x)) sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi na ([0, 1], B([0, 1]),].]).
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Niech €1, ¢e9,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze P(e; =
+1) = 1 (zob. zad. 5.). Dla skoficzonych podzbioréw A liczb calkowitych dodatnich
zdefiniujmy funkcje Walsha

wA_{ 1 jesli A =0

a) znajdz rozklad wy
b) wykaz, ze w4, wp sa niezalezne gdy A # B. Czy wa, wp, wc musza by¢ niezalezne
dla réznych indekséw A, B, C?

Czy na odcinku [0, 1] istnieja dwie niestale funkcje ciagle, bedace niezaleznymi zmien-
nymi losowymi wzgledem miary Lebesgue’a? Czy odpowiedz sie zmieni, jedli bedziemy
chcieli dodatkowo by obie funkcje miaty ciggte pochodne?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 6
(zadania gwiazdkowe do oddania 3 kwietnia)

. Podaj przyklad zmiennej o rozktadzie dyskretnym, ktérej dystrybuanta jest Scisle

rosnaca.

. Zmienna losowa X ma gestoéé ca?] 0,5()- Znajdz liczbg c oraz dystrybuante zmienne;

X.

Niech X bedzie nieujemna ,niestarzejaca sie zmienna losowa”, tzn.
Visso P(X > s+t X >s) =P(X > 1)

(zakladamy, ze P(X > t) > 0 dla wszystkich t). Udowodnij, ze X ma rozktad wy-
ktadniczy.

. Podaj przyktad zmiennej X o ciaglej dystrybuancie, ktéra nie ma rozktadu ciaglego

(tzn. nie ma gestosci).

Zalézmy, ze dystrybuanta F zmiennej losowej X jest ciagla i kawatkami klasy C*.
Wykaz, ze X ma rozklad ciagly (z gestoscig g = F').

Znajdz rozklad zmiennej aX + b oraz e=~, gdy X ma rozklad wykladniczy z para-
metrem .

Znajdz rozklady zmiennych bX + ¢, eX i X2, gdy X ma rozklad normalny N(a,o?).

Wykaz, ze zmienne X1, ..., X, o rozkladzie dyskretnym sg niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy P(X7 = u1,..., X = up) = P(X7 = u1)P(Xo = wg) -+ - P(X,, = uy) dla

dowolnych u1, ..., uy.

Wykaz, ze zmienne rzeczywiste Xi,..., X, o rozkladzie ciaglym z gestosciami od-
powiednio g¢1,...,g, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektor losowy X =
(X1,...,Xp) ma gesto$¢ gx dana wzorem gx (z1,...,2,) = g1(x1)g2(x2) - - - gn(xn).

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie geometrycznym z
parametrami odpowiednio p i . Oblicz P(X <Y).

Rozwiaz zadanie j.w., ale w przypadku gdy X i Y maja rozklad wyktadniczy z para-
metrami A i p.

Niech Xi(j), 1 <@ < nyj=1,2,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, a f;
funkcjami mierzalnymi na R™. Czy zmienne fj(ij), e ,XT(LJJ.)), j =1,2... musza

by¢ niezalezne? OdpowiedZ uzasadnij.

10
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Niech Xi,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkla-
dzie z dystrybuanta F. Dla w € € niech X{(w),...,X}(w) bedzie ustawieniem
X1(w), ..., Xn(w) w porzadku niemalejacym X (w) < X5 (w) < ... < X} (w) (czyli w
szczegblnosei X = min{Xy,..., X, }, X = max{X},..., X, }. Znajdz dystrybuante
Xpdlak=1,...,n (X} nazywamy k-ta statystyka porzadkowa ciagu Xi,...,X5).

Niech X3, X»,... bedzie ciagiem niezaleznych rzeczywistych zmiennych losowych.
Okreslmy
Y :=limsup X,,, Z :=liminf X,.

n—oo n—0oo

Udowodnij, ze Y i Z sa zdegenerowanymi zmiennymi losowymi, tzn. istnieja c,d €
R U {£o0} takie, ze P(Y =¢) =P(Z =d) = 1.

Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, przy czym dystrybuanta X jest ciagta. Wykaz,
zeP(X=Y)=0.

Zmienna X jest niezalezna od samej siebie. Wykaz, ze istnieje liczba ¢ taka, ze P(X =
c) =1

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem 1. Wyznacz rozklady
zmiennych | X | oraz {X}. Czy zmienne te sa niezalezne?

Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad N (0,1). Znajdz taczny rozklad wektora
losowego (X + Y, X —Y). Co mozna powiedzieé¢ o jego wspotrzednych?

Niech €1, €2, . .. beda niezaleznymi symetrycznymi zmiennymi losowymi Bernoulliego,
tzn. P(e; = +£1) = 1/2. Jaki rozklad ma zmienna X = > 72, 27%;?

11
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 7
(zadania gwiazdkowe do oddania 10 kwietnia)

. Roztrzepana sekretarka umiescita w sposéb losowy N listéw w N uprzednio zaadreso-

wanych kopertach. Niech X oznacza liczbe listéw, ktére trafity do wlasciwej koperty.
Zmnajdz warto$¢ oczekiwang i wariancje X.

W Beer City jest 50 pubdéw. W kazdy weekend klub mitosnikéw piwa odwiedza 3 lo-
sowo wybrane puby. Zakladajac, ze cotygodniowe wybory sa dokonywane niezaleznie
oblicz wartosé oczekiwang i wariancje liczby lokali odwiedzonych przynajmniej raz w
ciagu 10 kolejnych weekendéw.

Urna zawiera N kul w tym b kul bialych. Losujemy z urny bez zwracania n kul
(n < N) i definiujemy zmienna losowa X jako liczbe wylosowanych kul biatych.
Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje X.

Oblicz warto$é oczekiwana i wariancje rozktadu geometrycznego z parametrem p.
Oblicz wartosé oczekiwana i wariancje rozkladu gamma I'(«, ).

Rzucamy moneta dopdki liczba wyrzuconych ortéw nie bedzie rowna liczbie wyrzu-
conych reszek. Niech R oznacza liczbe wykonanych rzutéw. Znajdz rozktad i wartosé
oczekiwang R.

Zmienna X ma rozklad N(0,1).

i) Oblicz E|X P dla p € R. Ile wynosi ta liczba dla p naturalnych parzystych, a ile dla
nieparzystych?

ii) Oblicz Eexp(AX) dla A € R. Jak sie zmieni odpowiedz, gdy X ma rozklad
N(a,c?)?

Udowodnij, ze dla dowolnej rzeczywistej zmiennej losowej X,

o0
E|X[P = p/ 1P X| > t)dt.
0

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, ..., an,
n 4 n 2\ 2
E(Zaiei) <3(E<Zai€i) ) ;
i=1 i=1
gdzie €1, ...,¢&, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P(¢; = £1) = 1/2.

Wykaz, ze stalej 3 nie mozna poprawic.

12



10* Niech S = "7, a;&;, gdzie (g;) sa takie jak w poprzednim zadaniu. Wykaz, ze dla
wszystkich A € R,
EerS < o3V ES?

i wywnioskuj stad, ze dla ¢t > 0,

P(|S| > t(ES?)'?) < 2e7/2.

11* Niech S bedzie jak w poprzednim zadaniu. Wykaz, ze dla dowolnego p > 0 istnieje
liczba C), < oo zalezna tylko od p taka, ze

(EIS|")'7 < Cp(EIS[?)H?

12. Rzeczywista zmienna losowa X spelnia E|X|P < co. Udowodnij, ze

lim t"P(|X| > t) = 0.
t—o0

13



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 8
(zadania gwiazdkowe do oddania 17 kwietnia)

1* Udowodnij, ze dla A € (0,1) i dowolnej nieujemnej zmiennej losowej X,

EX)?

P(X > AEX) > (1 - A2 B2

2* Wykaz, ze jesli zdarzenia A; sa parami niezalezne oraz > - P(A;) = oo, to P(limsup 4;) =
1.

3. Méwimy, ze zmienna losowa X jest symetryczna, jesli zmienne X i —X maja ten sam
rozktad. Wykaz, Zze nastepujace warunki sa réwnowazne:
i) X jest symetryczna,
ii) X ma ten sam rozklad, co €X, gdzie ¢ jest niezalezne od X i P(e = £1) =1/2,
iii) Ef(X) = 0 dla dowolnej nieparzystej, ograniczonej borelowskiej funkcji f.

4. Wykaz, ze jesli X; sa niezalezne oraz X; ma rozktad I'(a4, 3), to D1y X; ma rozklad
F(Z?:l Qg /8)

5. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad N'(0, 1) wykaz, ze zmienna 31 | X?
ma rozklad I'(n/2, 2) (rozklad ten nazywamy tez rozkladem chi kwadrat o n stopniach
swobody x%(n)).

6. Zmienne X1, Xo,¢1,€2 s niezalezne, przy czym X; maja rozkltad wyktadniczy z pa-
rametrem A\, a P(e; = £1) = 1/2. Znajdz rozklad ¢;X;, X1 + Xo, X1 — Xy oraz
€1X1 +e2Xo.

7. Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [—1,1]. Jaki
rozklad maja zmienne X + Y oraz X2 + Y?2?

8. X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykltadniczym z parametrami
A i p, znajdz rozktad zmiennej X/Y.

9* Niech X3, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie wy-
kladniczym z parametrem A. Zdefiniujmy

k
So=0, Sp=> Xi, k=12,....
=1

oraz dla t > 0,
Ny :=sup{n : S, < t}.

Wykaz, ze Ny ma rozklad Poissona z parametrem A¢.

14



10.

11.

12%

X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Cauchy’ego z parametrami h;
i ho. Udowodnij, ze X +Y ma rozklad Cauchy’ego z parametrem hq + hs (inaczej jesli
X, Y niezalezne o standardowym rozkladzie Cauchy’ego, to hi X +hoY ~ (h1+hg)X).

Xo, X1, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z ciagla
dystrybuanta. Niech N = inf{n : X,, > Xo}. Znajdz rozklad N i oblicz EN.

Udowodnij, ze dla 0 < A < % zmienna losowa Sy = > 02 ; A"¢, ma ciagla dystrybu-
ante, ale nie ma rozkladu ciaglego (tzn. nie ma gestosci) (£1,e2, ... sa niezaleznymi
zmiennymi takimi, ze P(g; = £1) = 1/2).
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 9
(zadania gwiazdkowe do oddania 15 maja)

. Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne, przy czym X ma rozktad Bernoulliego Bin(n, p),
Y ma rozktad Bernoulliego Bin(m, p). Oblicz E(X + Y |X) oraz E(X|X +Y).

. Rzucono kostka najpierw raz, a nastepnie tyle razy ile oczek wypadto w pierwszym
rzucie. Oblicz wartos¢ oczekiwang sumy wyrzuconych oczek oraz liczby wyrzuconych
tréjek.

. W woreczku znajduje sie pewna liczba monet, z ktérych p procent jest sfalszowana, z
ortem po obu stronach. Powtarzamy n razy nastepujace do$wiadczenie - wyciggamy
z woreczka monete i ja rzucamy, a nastepnie zwracamy do woreczka. Niech O oznacza

liczbe wyrzuconych ortéow, zas F' liczbe wylosowan sfalszywanych monet. Wykaz, ze

E(F|0) = 1550 Tle wynosi E(O|F)?

. Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne o rozkladzie wyktadniczym z parametrem A, niech
Sp,=X1+Xo+ ...+ X,.

a) Oblicz E(S,|X1), E(S?|X1).

b) Dla n > k wyznacz E(S,|S:), E(S2|Sk) oraz E(e=57|S}).

. Zmajdz przyktad zmiennych losowych X,Y, ktére nie sa niezalezne, ale E(X|Y) =
EX.

. Zalézmy, ze zmienne X, Y przyjmuja wartoéci naturalne oraz

2 dlal<k<I
= = = 12! = =
PX =k Y =1) { 0 w przeciwnym przypadku
Oblicz E(X|Y).
. Wektor losowy (X,Y) ma gesto$é g(x,y). Niech f bedzie funckja borelowska taka, ze
E|f(X)| < co. Wykaz, ze E(f(X)|Y) = h(Y) p.n., gdzie

[ 9(z.y)dz
0 w przeciwnym przypadku

[ f@g@y)yde . ..
S jesli z,y)dz >0
h(y):{ jesli [ g(a,y)

. Zmienna losowa (X,Y) ma gestos$é

(z.5) = 2 emr ) jesli x> 0,y > 0
95y 0 w przeciwnym przypadku

Wyznacz E(Y|X), E(Y2|X?) oraz P(Y > 1|X3 + 1).
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9.

10.

11.

12%*

13.

14.

15.

16*

17*

18.

Zmienne X i Y sg niezalezne o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Oblicz E(X3|X +Y)
oraz E(max(X,Y )| min(X,Y)).

Niezalezne zmienne losowe X i Y maja rozktad wyktadniczy z parametrem 1. Oblicz
P(X € B|X +Y) oraz E(sin X| X +Y).

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem 1, zas Y jest zmienng
losowa taka, ze jesli X = z, to Y ma rozklad wyktadniczy z parametrem zx.

a) Wyznacz rozklad Y.

b) Oblicz P(X > r|Y).

Zmienne X1, Xo, ..., X, sa niezalezne, calkowalne i majg jednakowy rozktad. Oblicz

Dane jest o-cialo G oraz zmienne losowe X 1Y takie, ze zmienna X jest mierzalna
wzgledem G, a Y jest niezalezna od G. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji borelowskiej
h takiej, ze E|h(X,Y)| < oo,

E(h(X,Y)|G) = H(X) p.n.,
gdzie H(z) = Eh(z,Y).

Niech P bedzie miara probabilistyczng na (R?, B(R?)) z gestoécia f(x,y) wzgledem
miary Lebesgue’a (czyli P(A) = [, f(z,y)dzdy). Niech G = {A xR : A € B(R)}.
Znajdz regularny rozkltad warunkowy P wzgledem G.

Niech 7 bedzie regularnym rozktadem warunkowym P wzgledem G. Wykaz, ze dla
dowolnej catkowalnej zmiennej losowej X,

E(X|G)(w) = / X(W)m(do',w) pon.
Zalézmy, ze X jest nieujemna zmienna losowa na (2, F,P). Wykaz, ze dla dowolnego
o-ciala G C F,

a) E(X|G) = [°P(X > t|G)dt p.n.

b) P(X > t|G) < t *E(X*|G) p.n.

Zatézmy, ze X jest catkowalng zmienng losowa, zas o-ciato Go jest niezalezne od X i
o-ciata G;. Udowodnij, ze

E(X|o(G1,G2)) = E(X|G1) pn..
Zmienne losowe X, Y i Z sa niezalezne, przy czym X ma rozklad NV (0,1), Y jest

nieujemna zmienna ograniczona oraz P(Z = +1) = 1/2. Oblicz E(eXY|Y) oraz
E(eXY|Y Z).
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3*

7*

10.

Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 10
(zadania gwiazdkowe do oddania 22 maja)

. Udowodnij, ze lim, . || X||p = || X /oo := esssup|X|.

. Udowodnij, ze funkcja f(r) := rInE| X |'/" jest wypukla dla r € (0, 00).

Zmienna losowa X spelnia E|X|P < oo dla pewnego p > 0. Wykaz, ze

lim (E|X[)"/? = || X|lo := exp(EIn|X|)
p—0+

(przyjmujemy, ze e~ = 0).

Dla p < 0 okreslmy podobnie jak dla p > 0, | X ||, = (E|X )"/ uzywajac dodatkowej
konwencji co® = 0 dla o < 0. Wykaz, ze

[ Xllg <Xl dla —o0 <g<p<oo.

Dla przestrzeni probabilistycznej (£2, F,P) okre$lmy
Lo%(Q, F,P) := {X: Q — R: mierzalne}.
Dla X,Y € L€, F,P) niech
d(X,Y) := Emin(1, |X - Y]).

Wykaz, ze zbieznos¢ w metryce d jest réwnowazna zbieznosci wedtug prawdopodo-
bienstwa.

Wykaz, ze ciag zmiennych losowych X, zbiega do X wedlug prawdopodobienstwa
wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego jego podciagu da sie wybraé¢ podcigg zbiezny do
X prawie na pewno.

Wykaz, ze zbiezno$é prawie wszedzie jest niemetryzowalna, tzn. nie istnieje metryka
na L°(Q, F,P), ktéra metryzowalaby zbieznosé prawie na pewno.

Udowodnij, ze dla dowolnych zmiennych losowych X,,,Y,, X, Y
a)jesli X, > XiX, 2 Y toP(X=Y) =1
b) jesli X, & X 1Y, 5 X to limy_.oo P(| Xy, — Yp| > £) = 0 dla kazdego & > 0

Wykaz, ze jedli X, — X 1Y, =Y, to aX, + bY, = aX + bY dla dowolnych liczb
rzeczywistych a, b.

Wykaz, ze jesli X, L Xxi Y, LY oraz F jest funkcja ciagla, to f(X,, Yn) LR fIX,Y).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne, maja ten sam rozklad oraz P(|X;| < 1) = 1.
Wykaz, ze ciag R, = X1 X5 ---X,, zbiega do 0 p.n..

Zmienne (X,,),>1 sa niezalezne, przy czym X,, ma rozklad Poissona ze rednia 1/n.
Zbadaj zbieznosé ciagu X,

i) wedlug prawdopodobienstwa;

ii) prawie na pewno;

i) w L? i L3/2.

Liczby p,q > spelniaja warunek 1/p+1/q = 1. Wykaz, ze jesli X,, zbiega do X w LP
oraz Y, zbiega do Y w L7 (zakladamy, ze X € LP oraz Y € L?), to X,,Y,, zbiega do
XY w L%

Zmienne X,, i Y, sa zbiezne p.n. do zmiennych X i Y odpowiednio. Wykaz, ze jesli
dla kazdego n, zmienna X,, ma ten sam rozklad co zmienna Y,,, to zmienne X i Y
maja jednakowy rozktad.

Niech X1, X5, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie takim,
ze E|X| < co. Wykaz, ze L max;<,, | X;| Eo.

Wykaz, ze jesli zmienne X, X, ... sa niezalezne oraz maja jednakowy rozktad taki,
ze IEXi2 < 00, to

Xi+...+X
ArF T An — EX; wg prawdopodobienstwa.
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5*

7*

Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 11
(zadania gwiazdkowe do oddania 5 czerwca)

. Dane sg niezalezne zmienne losowe X1, Xo, ... takie, ze X,, ma rozklad jednostajny na
[—n,n]. Wyznacz wszystkie liczby p dla ktérych szereg 3-,,~; )Tf;; jest zbiezny prawie

na pewno.

. Zalézmy, ze P(X, = n) = P(X,, = —n) = 55 oraz P(X,, = 0) = 1 — % dla

n=1,2,.... Wykaz, ze >_,~, X, jest zbiezny p.n. oraz -, Var(X,) = oc.

Udowodnij, ze dla ciagu nieujemnych niezaleznych zmiennych losowych X;, Y72, X; <
oo p.n. wtedy i tylko wtedy gdy >-°; E%ﬁ(l < 00.

. Zmienne X; oraz ¢; sa niezalezne przy czym P(g; = £1) = 1. Wykaz, ze 350, £;X;

jest zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy gdy S°5°; X2 < oo p.n..

o 1
n:ln

Z poprzedniego zadania wynika, ze S = Y €n, jest zbiezny p.w. Czy S ma rozktad

ciagly?
Zdarzenia Aj, As, ... sa niezalezne oraz p, = P(A,), Np = > 114, n=1,2,....

Udowodnij, ze
No pitpet...+pn

n n

— 0

wg prawdopodobienstwa.
Funkcja rzeczywista f jest ciagta na [0,1]%. Dla z,y € [0, 1] okreélmy
& kIy(n)(n\ n—k, 1 n—l
Bralwy)= 3 F(-. ) )| )eH @ —or =y
k,l=0
Udowodnij, ze By, (z,y) zbiega jednostajnie do f(z,y) na [0, 1]2

Zmienne losowe X1, Xo,... sa niezalezne o wspolnym rozkladzie wyktadniczym z
parametrem A. Pokaz, ze ciagi zmiennych losowych

0) X1 Xo+Xo X3+ ...+ X, X0 b) Xi1+Xo+...+ X,

n X2+ X3+...+X2

sg zbiezne prawie na pewno i wyznacz ich granice.
Dany jest ciag (Xp)n>1 niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z
parametrem 2019. Wykaz, ze ciag zmiennych losowych

X1 Xo X3+ Xo X3 Xy + ...+ X0 X1 X g2
n

jest zbiezny prawie na pewno i znajdz jego granice.
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10.

11.

12.

13.

14.

Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne, przy czym X, ma rozklad jednostajny na prze-
dziale (1/n,1]. Udowodnij, ze ciag srednich

X1+X2—|—...—|—Xn
n

jest zbiezny prawie na pewno i oblicz jego granice.

Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne o wspélnym rozkladzie jednostajnym na [0, 2]. Czy
ciag M, = (X1 Xz --- X,,)'/™ jest zbiezny p.n.? Jesli tak, to do jakiej granicy?

Wykaz, ze dla dowolnego ciagu (X,)n>1 niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozkladzie takim, ze E|X;| < oo ciag Srednich

X1 +Xo+...+ X,
n

—EX; w L' przy n — oco.

Zalézmy, ze zmienna N, ma rozklad Poissona z parametrem n. Wykaz, ze N, /n — 1
w L' przy n — oo.

Oblicz granice

2
lim / / it ”dml .dxy,
n—oo r1+...+x

n
lim —/ / 22+ ...+ 2idzy ... dz,,

lim / / <$1 et > dzy ...dz,, gdzie f:[0,1] — R jest funkcja ciagta,

n—oo

lim / / e~ (@1tetan) go .dx,,.
n—oo n+r+...+x
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 12

. Dla ciaggu X1, Xa, ... niezaleznych zmiennych losowych o wspélnym rozktadzie o skon-
czonej wariancji definiujemy $rednig empiryczna m,, i wariancje empiryczng o2 wzo-

rami
n

Z(Xk — mn)Q.

k=1

MM = n U

Udowodnij, ze Em,, = EXj, E;% = Var(X1) (tzn. m,, i (;21 sa nieobcigzonymi estyma-
torami $redniej i wariancji) oraz m, — EXj, 62 — Var(X;) prawie na pewno, gdy
n — o00.

. Dany jest ciag X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o wspdlnym rozktadzie
taki, ze EX; = oo (tzn EX; < oo oraz EX;" = o0). Udowodnij, ze M — 00
prawie na pewno, gdy n — oo.

. Zmienne losowe X7, X»,... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =p, P(X; = —-1)=1-pdla
pewnego p € (1/2,1]. Wykaz, ze X1 + ...+ X,, — oo prawie na pewno, gdy n — oo.
Co sie dzieje, gdy p = 1/27

. Udowodnij nieré6wnos¢ maksymalng Levy’ego: jesli Xy, ..., X, sa niezaleznymi syme-
trycznymi zmiennymi losowymi, to dla ¢ > 0,

P >t) < 2P >t),
(lglggnlskl t) (|Sn| > t)

gdzie S, = X1+ ...+ Xg.

. Niech X, X1, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozktadzie, zas u €
R. Wykaz, ze
X1 + ...+ Xn

n

Eu przy n — oo

wtedy i tylko wtedy, gdy przy n — oo zachodza dwie zbieznosci:
i) nP(|X;| >n) — 0
i) EX1 xi<p — -

. Niech X bedzie mialo rozklad Cauchy’ego. Ktére z rozkladéw zmiennych X, X/ In(| X |+
e), X2, \/]X| spelniaja zatozenia mocnego prawa wielkich liczb, a ktére stabego?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 13

. Prawdopodobienstwo urodzenia chtopca wynosi 0, 517. Oszacuj prawdopodobienstwo
tego, ze wsréd 10000 noworodkéw liczba chlopcédw nie przewyzszy liczby dziewczynek.

. Rzucamy kostka do gry az do wystapienia szostki po raz 50. Oszacuj prawdopodo-
biefistwo tego, ze rzucimy co najwyzej 400 razy.

. Na campusie uniwersyteckim sa dwie restauracja po 120 miejsc kazda. Wiadomo,
ze codziennie 200 oséb bedzie chcialo zjesé obiad, a wyboru restauracji dokonuje
losowo i niezaleznie. Jaka jest szansa, ze w ktérej$ restauracji zabraknie miejsc? Ile
miejsc nalezy przygotowaé w kazdej restauracji, by powyzsze prawdopodobienstwo
byto mniejsze od 0,0017

. W pewnym miescie w wyborach prezydenckich gtosuje 500.000 oséb. Zaktadajac, ze
wyborcy glosuja na kazdego z dwu kandydatéw losowo i niezaleznie z prawdopodo-
bienstwem 50% jaka jest szansa, ze réznica miedzy kandydatami bedzie mniejsza niz
100 gtosow?

. Pewne biuro badania opinii publicznej planuje zrobi¢ sondaz wyborczy przed wybo-
rami prezydenckimi. Przy zatozeniu losowego wyboru uczestnikéw sondazu ile musi
przepytaé 0s6b by z prawdopodobienstwem 0.95 uzyskane w sondazu wyniki poparcia
dla poszczegdlnych kandydatéw roznity sie od prawdziwych preferencji wyborczych
nie wiecej niz o 2 punkty procentowe? Jak zmieni sie odpowiedz jesli biuro bada
poparcie kandydatéw, ktérych chece wybraé nie wiecej niz 10% wyborcéw?

. Zmienne (e5,),>1 sa niezalezne i P(e, = £1) = 1/2.
a) Oblicz w zaleznosci od ¢, lim,, o P(e1 + €2+ ... + &, < ty/n).
b) Wykaz, ze ciag % nie jest zbiezny prawie na pewno.

. Zmienne Xj, Xo,... sa niezalezne oraz P(X; = 1/2) = P(X; = 2) = 1/2. Niech
R, = (X1Xo - X,)/V™. Oblicz lim,, o P(R, < t).

. Prawdopodobiefstwo wygrania w pewnej loterii jest réwne 1076. W loterii zagralo
500 tysiecy osob. Jakie jest doktadne prawdopodobienstwo tego, ze

i) kto$ wygral,

ii) wygrata wiecej niz jedna osoba?

iii) Oszacuj prawdopodobienstwa z i) i ii).

. Do pewnej tabeli wpisano n = 10000 liczb. Prawdopodobienstwo tego, ze pojedyncza
liczba zostata blednie wpisana wynosi 0,005. Wprowadzone liczby sa sprawdzane
przez kontrolera, ktéry nie wychwytuje bledu z prawdopodobienstwem 0, 02. Oszacuj
prawdopodobienstwo tego, ze po weryfikacji tabela zawiera przynajmniej dwie btedne
liczby.

23



