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1. Zmienne X1, X2, . . . są niezależne i mają rozkład N (0, 1). Czy ciąg
zmiennych losowych Yn := nmin(|X1|, . . . , |Xn|) jest zbieżny według
rozkładu? Jeśli tak, to do jakiej granicy?

2. Zmienne X1, X2, . . . są niezależne i mają rozkład Poissona o średniej
2. Niech S0 = 0, Sn = X1 + . . . + Xn dla n = 1, 2, . . .. Określmy
τ := inf{n ­ 1: Sn = Sn−1} Oblicz ESτ .

3. Załóżmy, że (Mn,Fn)∞n=0 jest martyngałem takim, że M0 = 0 oraz
|Mn −Mn−1| = 1 p.n.
a) Udowodnij, że (M2n − n,Fn) jest martyngałem;
b) Oblicz Eτ dla τ := inf{n : |Mn| = 10}.

4. a) Zmienna losowa X ma funkcję charakterystyczną ϕ. Udowodnij, że
dla dowolnej liczby rzeczywistej u

P(X = u) = lim
a→∞

1
2a

∫ a
−a
e−iutϕ(t)dt.

b) Udowodnij, że rozkład X jest bezatomowy (tzn. P(X = c) = 0 dla
wszystkich c) wtedy i tylko wtedy gdy

lim
a→∞

1
2a

∫ a
−a
|ϕ(t)|2dt = 0.

5. Zmienne X1, X2, . . . są niezależne o jednakowym rozkładzie takim, że
EXi = 0, EX2i = σ

2. Udowodnij, że dla dowolnej funkcji f : R → R
różniczkowalnej w 0

√
n
(
f
(
Sn
n

)
− f(0)

)
→ N

(
0, σ2(f ′(0))2

)
według rozkładu,

gdzie jak zwykle Sn = X1 +X2 + . . .+Xn.

6. Dwuwymiarowy wektor losowy (X1, X2) ma łączny rozkład gaussowski
ze średnią a = (a1, a2) i macierzą kowariancji C = (cij)1¬i,j¬2. Oblicz
E(X1|X2). (Wsk. Znaleźć (o ile istnieje) takie ρ, że Cov(X2−ρX1, X1) =
0).


