Kolokwium z Rachunku Prawdopodobienstwa IT*
14 grudnia 2023, grupa I

Sposérod ponizszych szeSciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u géry
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa I). Odpowiedzi nalezy
przedstawia¢ w jak najprostszej postaci, mozna w nich uzywaé¢ dystrybuanty zmiennej
N(0,1). Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw
omoéwionych na wyktadzie i éwiczeniach.

1. Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [0, 7]
Zbadaj zbieznosé¢ wedtug rozktadu ciagu (Y;,) danego wzorem

Y, = max{X1, Xo,..., X;,} + nmin{ X1, Xo,..., X, }.

2. Dla kazdego n zmienne X,, oraz Y,, sa niezalezne.
i) Czy z ciasnosci ciagu (X, +Y,,) wynika ciasnosé¢ ciagu (X, Y5,)?
ii) Czy odpowiedz sie zmieni, jesli dodatkowo zalozymy, ze zmienne X,, i Y,, sa sy-
metryczne?

3. Znajdz wszystkie zmienne losowe X takie, ze jesli Y jest zmienng N (0, 1) niezalezng
od X, to 5X +Y — 2 ma ten sam rozktad, co X +4Y.

4. Ciag funkcji charakterystycznych zmiennych losowych X,, spelnia warunek
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Oblicz lim,, o P(X,, < 1).
5. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne oraz
P(Xy = 3k%%) = P(X}, = —3k*/%) = %kfl/?’, P(Xp=0)=1-k"3 k=1,2...
Okredlmy

1
Sn::E(X1+X2+X3+...+Xn), Tpi=—(X1 - Xo+X3+...+(-1)"'X,).
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Czy dwuwymiarowy ciag zmiennych losowych (S, T},) jest zbiezny wedlug rozkladu?

Jedli tak, to do jakiej granicy?

6. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z startujacym z 0 oraz
T =inf{n: S, =T7}.
i) Oblicz P(1 < o0).
ii) Znajdz liczbe a > 0 taka, ze e
wanej przez Sy.
iii) Oblicz Ee™%", gdzie a jest liczba z punktu ii).

38n—an jest martyngalem wzgledem filtracji genero-



Kolokwium z Rachunku Prawdopodobienstwa 1*
14 grudnia 2023, grupa II

Sposérod ponizszych szeSciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u géry
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa II). Odpowiedzi na-
lezy przedstawiaé¢ w jak najprostszej postaci, mozna w nich uzywaé dystrybuanty zmiennej
N(0,1). Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw
omoéwionych na wyktadzie i éwiczeniach.

1. Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [0, 9]
Zbadaj zbieznosé¢ wedtug rozktadu ciagu (Y;,) danego wzorem

Y, :=nmin{Xy, Xo,..., Xp} + max{X1, Xo,..., X, }.

2. Dla kazdego n zmienne X,, oraz Y,, sa niezalezne.
i) Czy z ciasnosci ciagu (X, +Y,,) wynika ciasnosé¢ ciagu (X, Y5,)?
ii) Czy odpowiedz sie zmieni, jesli dodatkowo zalozymy, ze zmienne X,, i Y,, sa sy-
metryczne?

3. Znajdz wszystkie zmienne losowe X takie, ze jesli Y jest zmienng N (0, 1) niezalezng
od X, to 3X +Y + 2 ma ten sam rozktad, co X +4Y.

4. Ciag funkcji charakterystycznych zmiennych losowych X,, spelnia warunek
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Oblicz lim,, o P(X,, < 1).

5. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne oraz
P(X), = 2k*3) = P(X), = —2k*/3) = %kfl/?’, P(Xp=0)=1-%k"13 Ek=12,...
Okreslmy
S, = %(Xl ~Xo+ Xz 4 ...+ (-1)"1X,), T, = %(Xl + X+ X+ X))
Czy dwuwymiarowy ciag zmiennych losowych (S, T},) jest zbiezny wedlug rozkladu?
Jedli tak, to do jakiej granicy?

6. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z startujacym z 0 oraz
T =inf{n: S, = 6}.
i) Oblicz P(1 < o0).
ii) Znajdz liczbe a > 0 taka, ze e
wanej przez Sy.
iii) Oblicz Ee™%", gdzie a jest liczba z punktu ii).

4Sn—an jest martyngalem wzgledem filtracji genero-



