Kolokwium z Rachunku Prawdopodobienstwa
grupa [, 18 grudnia 2000

1. Zmienna losowa X ma funkcje charakterystyczna . Udowodnij, ze X
przyjmuje z prawdopodobienistwem 1 wartosci catkowite wtedy i tylko
wtedy gdy ¢(27) = 1.

2. Zmienne losowe N, Xy, X, ... sa niezalezne, przy czym N ma rozktad
Poissona z parametrem 2, zas wszystkie X; maja ten sam rozklad
wyktadniczy z parametrem 5. Znajdz funkcje charkterystyczna zmi-
ennej losowej S = SN, X; (przyjmujemy, ze S = 0 gdy N = 0).

3. Zmienne X, zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej X, a zmienne —% In X,
do zmiennej Y. Wykaz, ze X ma rozklad jednostajny na [0, 1] wtedy i
tylko wtedy gdy Y ma rozktad wyktadniczy z parametrem 2.

4. Niech X, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
N(1,2), S, =X1+Xo+...+ X, F, = 0(X1, Xs,..., X,). Dla liczby
rzeczywistej t znajdz taka liczbe zespolong a # 0, ze (a™e™, F,)>,
jest martyngatem.

5. Niech Xj, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
Cauchy’ego, F,, = 0(X1, Xa,...,X,). Ktére z nastepujacych zmien-
nych losowych sa momentami zatrzymania wzgledem (F,):

a) o = inf{n : X,, > n},
b) oo =inf{n >2: X, > X, 1},
c) o3 =inf{n: X, > X,}7

6. W czasie szczytu liczba rozméw laczona przez pewna centrale w ciagu
godziny ma rozklad Poissona ze $rednia 100. Zakladajac niezaleznosé
liczby rozmoéw w roznych godzinach oszacuj prawdopodobienstwo, ze
centrala polaczy w ciagu 400 kolejnych godzin szczytu miedzy 40 a 42
tysiace rozmow.

Wszystkie zadania beda oceniane w skali 0-10.
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1. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
geometrycznym z parametrem 0.5, F, = o(X;, Xo,..., X,). Ktére z
nastepujacych zmiennych losowych sa momentami zatrzymania wzgledem
(Fn):

a) o1 = inf{n : X,, = n},
b) oo =inf{n >2: X, = X, 1},
c) og =inf{n: X, = X,,}7

2. Zmienne losowe N, Xy, X, ... sa niezalezne, przy czym N ma rozktad
Poissona z parametrem 2, zas wszystkie X; maja ten sam rozktad jed-
nostajny na [—2, 2] Znajdz funkcje charakterystyczna zmiennej losowej
S =N, X; (przyjmujemy, ze S = 0 gdy N = 0).

3. Zmienne X, zbiegaja wedtug rozkladu do zmiennej X, a zmienne — In %
do zmiennej Y. Wykaz, ze X ma rozklad jednostajny na [0, 2] wtedy i
tylko wtedy gdy Y ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.

4. Zmienna losowa X ma funkcje charakterystyczna ¢. Udowodnij, ze
X przyjmuje z prawdopodobienstwem 1 wartosci catkowite parzyste
wtedy i tylko wtedy gdy ¢(m) = 1.

5. W czasie szczytu liczba rozméw laczona przez pewna centrale w ciagu
godziny ma rozklad Poissona ze Srednia 40. Zaktadajac niezaleznosé
liczby rozmoéow w roznych godzinach oszacuj prawdopodobienstwo, ze
centrala polaczy w ciagu 1000 kolejnych godzin szczytu miedzy 38 a 40
tysiecy rozméw.

6. Niech X;, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(2,1), S, =X1+Xo+...+ X,,, F, = 0(X1, Xs,..., X,). Dla liczby
rzeczywistej ¢t znajdz taka liczbe zespolona a # 0, ze (a"e™" F, )%,
jest martyngatem.

Wszystkie zadania beda oceniane w skali 0-10.



