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. Zmienne X1, X5, ... sg niezalezne o jednakowym rozktadzie takim, ze
EX; = 0, EX? = ¢2. Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji f : R — R
rozniczkowalnej w 0

Va(f(=5) = f(0)) = N(0,0%(f'(0))?) wedhug rozkladu,

n
gdzie jak zwykle S, = X; + Xo + ...+ X,,.

. Wykaz, ze zmienne nieujemne X,, zbiegaja wedtug rozktadu do zmien-
nej o rozktadzie jednostajnym na [0, 1] wtedy i tylko wtedy gdy zmienne
—In X, zbiegaja wedlug rozktadu do zmiennej o rozktadzie wyktadni-
czym z parametrem 1.

. Zmienna losowa X ma funkcje charakterystyczna ¢. Udowodnij, ze dla
dowolnej liczby rzeczywistej u

P(X =u) = lim 1 /a e (t)dt.

a—00 2q, J_q
. W urnie znajduje sie 10 kul ponumerowanych cyframi od 0 do 9. Losu-
jemy z urny po jednej kuli ze zwracaniem do momentu az kazda kula
zostanie wylosowana przynajmniej jeden raz. Oblicz warto$¢ oczekiwa-
na
a) liczby losowan
b) sumy cyfr na wylosowanych kulach.

. Dany jest martyngal (X, F,)%, taki, ze EX? < oo dla wszystkich n.

Potozmy d, = X, — X,,_1 dlan = 1,2,... oraz dla ustalonego ciggu
(an)5% zdefiniujmy

Yn:aoXo+Zakdk, n=0,1,....
k=1
Wykaz, ze
a) (Yo, Fn)2, jest martyngatem
b) EY?2 = 2EX? + Y7, a?Ed?.
c) Jedli ciag a, jest ograniczony oraz martyngal X, jest zbiezny w L2
to réwniez Y,, jest zbiezny w L2



6. Rozpatrzmy tancuch Markowa na zbiorze liczb catkowitych z macierza
przejscia P = (p,,) dang wzorem

1
Dok = 3 dla k = -1,0,1,

Pkk—-1= ¢, Prr+1 = p dla b < —1,
Phk—1 =D, Pkjt1 = qdla k> 1,

gdzie ¢ =1 — p oraz p € (0,1). Wykaz, ze tancuch jest nieprzywiedlny
i nieokresowy. Dla jakich wartosci p, podany tancuch jest powracalny?

7. Niech (W})i>0 bedzie procesem Wienera, zas Fr = o(W, @ s < t).
Znajdz funkcje f : [0,00) — R taka, ze

( Wt () F:) jest martyngatem.

Wszystkie zadania beda oceniane w skali 0-10, do otrzymania oceny bar-
dzo dobrej wystarczy poprawne rozwiazanie 6 zadan.



