Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa I*
grupa I, 16 czerwca 2008

Czes¢ zadaniowa

Sposréd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisaé ich pelne rozwia-
zanie. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

1. W turnieju siatkéwki uczestniczy 8 druzyn, kazda gra z kazda jedno spo-
tkanie. Zakltadajac, ze wyniki meczéw sa od siebie niezalezne, nie ma remi-
sow oraz prawdopodobienstwo zwyciestwa kazdej z druzyn sa jednakowe,
oblicz wartos¢ oczekiwang i wariancje liczby druzyn, ktére wygraja do-
ktadnie 4 mecze.

2. Zmienne X iY sa niezalezne o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta F'.
Wykaz, ze

BIX V| = 2/00 FH)(1— F(t))dt.

3. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie jed-
nostajnym na przedziale [1,5]. Zbadaj zbieznos$é prawie na pewno ciagdéw

VX1 X5 X, oraz max{Xy, Xo,..., X, }.

4. Niezalezne zmienne losowe X i Y maja jednakowy rozklad z gestoscia
336_4][1,00)(30). Oblicz E((X +Y)?|X), P(Y < X|X) oraz E(X|(X +Y)?).

5. Zmienne £1,e2, X,Y sa niezalezne przy czym P(e; = £1) = 1/2 a X i
Y maja rozklad wykladniczy z parametrem 2. Znajdz rozklad zmiennej
e1X +e2Y.

6. Rzucamy nieskonczenie wiele razy moneta na ktérej orzet wypada z praw-
dopodobienstwem p. Niech A,, oznacza zdarzenie, ze w pierwszych n rzu-
tach wypadlo tyle samo orléw co reszek. Udowodnij, ze
i) P(limsup A,) =0 dlap # 1/2,

ii) P(limsup 4,,) =1 dlap=1/2.

Czesc¢ testowa

1. (2pkt) Podaj definicje niezaleznosci rodziny o-cial (F;)er.

2. (4pkt) Zmienne X; sa niezalezne i maja jednakowy rozklad z gestoscia

Jgol(x) = Ca%, gdzie a € R, a C,, jest pewng stalag. Wowczas
i) % — 0 p.n. wtedy i tylko wtedy gdy a €........
ii) % — 0 wg prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy gdy



. (5pkt) Zmienne X7, X5 sa niezalezne i maja rozklad normalny o éredniej
1 i wariancji 5. Znajdz gesto$¢ zmiennych losowych

l) Y = (X1 + 2X2)2, gy(l‘) s
i) Z =min{X1, Xo}, g2() =coeoeriiiriien

. (4pkt) W szufladzie znajduje sie 100 monet - 90 symetrycznych i 10 asyme-
trycznych na ktérych orzet wypada dwa razy czesciej niz reszka. Z pudetka
wylosowano monete i rzucono nia 3 razy. Prawdopodobiefnstwo tego, ze
i) wypadla przynajmniej jedna reszka wynosi ...................

i) moneta jest sfalszowana, jesli wypadly 3 orly wynosi ...............

. (4pkt) Niezalezne zmienne X i Y maja rozklad Poissona z parametrem 2.
Oblicz

. (5pkt) Kostka do gry rzucono 7 razy. Prawdopodobienstwo tego, ze iloczyn

wyrzuconych oczek jest parzysty wynosi ...................... , a tego, ze wy-
rzucono wszystkie mozliwe wartosci oczek jest rOWNY .....ooeevvvviiiiinieeiiinnnnn.
Warto$é oczekiwana sumy wyrzuconych oczek jest rowna ..........ccoeeeee. , a

wariancja sumy oczek Wynosi ..........cceeeeeeeeeeee.n.

. (3pkt) Stosujac twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a mozna przyblizy¢é praw-
dopodobienstwo tego, ze w 100 losowaniach totolotka (6 cyfr z 49) liczba
1 zostanie wylosowana wiecej niz 10 razy przez ®(x) z & =..cocveeeeee.

. (3pkt) Sformuluj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I*
grupa II, 16 czerwca 2008

Cze$é zadaniowa

Sposréd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisaé ich pelne rozwia-
zanie. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

1. Zmienne e1,e2, X, Y sa niezalezne przy czym P(g; = +£1) = 1/2 a X i
Y maja rozklad wykladniczy z parametrem 3. Znajdz rozktad zmiennej
a1 X +e9Y.

2. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie jed-
nostajnym na przedziale [2,5]. Zbadaj zbiezno$¢ prawie na pewno ciagéw

VX1 Xs - X, oraz min{ Xy, Xo,..., X, }.

3. Rzucamy nieskoniczenie wiele razy moneta na ktoérej orzel wypada z praw-
dopodobienstwem p. Niech A,, oznacza zdarzenie, ze w pierwszych n rzu-
tach wypadlo tyle samo orléw co reszek. Udowodnij, ze
i) P(limsup A,) =0 dla p # 1/2,

ii) P(limsup A,) = 1 dla p = 1/2.

4. W turnieju siatkéwki uczestniczy 8 druzyn, kazda gra z kazda jedno spo-
tkanie. Zakladajac, ze wyniki meczéw sa od siebie niezalezne, nie ma remi-
séw oraz prawdopodobienstwo zwyciestwa kazdej z druzyn sa jednakowe,
oblicz wartos$¢ oczekiwang i wariancje liczby druzyn, ktére wygraja do-
ktadnie 3 mecze.

5. Niezalezne zmienne losowe X i Y maja jednakowy rozklad z gestoscia
42721} ooy (2). Oblicz B((X +Y)?|X), P(Y < X|X) oraz E(X|(X+Y)?).

6. Zmienne X iY sa niezalezne o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta F'.
Wykaz, ze
EX-Y|= 2/ F(t)(1— F(t))dt.

—0o0

Czesé testowa

1. (3pkt) Stosujac twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a mozna przyblizyé praw-
dopodobienstwo tego, ze w 150 losowaniach totolotka (6 cyfr z 49) liczba
1 zostanie wylosowana conajmniej 16 razy przez ®(z) z £ =....ccecveennee.

2. (4pkt) Niezalezne zmienne X i Y maja rozklad Poissona z parametrem 3.
Oblicz



. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.

. (4pkt) Zmienne X; sa niezalezne i maja jednakowy rozklad z gestoscia

Jgol(x) = Ca%, gdzie o € R, a C,, jest pewng stala. Wowczas

i) % — 0 wg prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy gdy

. (5pkt) Kostka do gry rzucono 7 razy. Prawdopodobienistwo tego, ze iloczyn

wyrzuconych oczek jest parzysty wynosi ... , a tego, ze wy-
rzucono wszystkie mozliwe wartosci oczek jest réwny ........cccoceiiiiiiiinnii,
Wartosé oczekiwana sumy wyrzuconych oczek jest rowna .................... , a

wariancja sumy oczek Wynosi ........ccceeeeeeevviiennnn..

. (5pkt) Zmienne X7, Xo sa niezalezne i maja rozklad normalny o éredniej
-1 i wariancji 4. Znajdz gesto$¢ zmiennych losowych

l) Y = (X1 - 2X2)2, gy(.’l?) T e eieteititiii it
i) Z =min{X1, Xo}, 92() =i

. (4pkt) W szufladzie znajduje sie 100 monet - 90 symetrycznych i 10 asyme-
trycznych na ktérych orzel wypada trzy razy czesciej niz reszka. Z pudetka
wylosowano monete i rzucono nia 3 razy. Prawdopodobienstwo tego, ze
i) wypadla przynajmniej jedna reszka wynosi .........c.........

i) moneta jest sfalszowana, jesli wypadly 3 orlty wynosi ...............

. (2pkt) Podaj definicje niezaleznosci rodziny o-cial (F;)ier.



