Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I1
7 lutego 2022, grupa 1 (osoby z nazwiskami zaczynajacymi sie od liter A-T.)

Sposrdéd ponizszych szedciu zadan prosze wybraé pieé i napisaé ich rozwigzania z
pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi. Odpowiedzi prosze przedstawiaé¢ w jak najprostszej
postaci, niektére z nich moga wymagaé uzycia dystrybuanty standardowego rozktadu nor-
malnego ®. Mozna (i warto) korzystaé¢ z faktéw oméwionych na wykladzie i éwiczeniach.
Rozwigzanie kazdego zadania w postaci pliku pdf prosze umiesci¢ w stosownym folderze w
moodle’u.

1. Zmienna X ma rozklad normalny o sredniej 0 i wariancji 7. Okreslmy Y = sgn(X),
Z =EX|Y)iW =E(Y|X). Znajdz funkcje charakterystyczne zmiennych X,Y, 7 i
w.

2. Zmienne X1, Xo,... sg niezalezne, przy czym Xj; ma rozktad jednostajny na prze-

dziale [—3v/'k, 3V/k]. Czy ciagi

Y, =

SR

n
ZXk oraz Zp:=min{2X,Y,}, n=12,...
k=1

sg zbiezne wedtug rozktadu? W przypadku istnienia granicy badanego ciagu prosze
wyznaczy¢ jej dystrybuante.

3. Ciag (My, Fn)n>0 jest podmartyngalem takim, ze Esup,, |M,| < oco. Czy z tego
wynika (prosze w kazdym punkcie uzasadnié¢ pozytywna odpowiedZ albo wskazaé
kontrprzyktad), ze
i) M, jest zbiezny p.n.,

ii) M, jest zbiezny w L1,
iii) M, jest zbiezny w L2

4. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) = P(X; = —1) = 2, P(X; = 0) = 1.

Okredlmy

n

So=4, Sp=4+Y Xp, n=12,...

k=1

oraz
7 :=1inf{n > 0: |S,| = 15}.

i) Znalezé¢ a € R takie, ze zmienne M, = e3Sn—an 4 e=3Sn—an n — ()1, .. tworza

martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X,).
ii) Wykazaé, ze P(7 < o00) = 1.
iii) Obliczyé¢ Ee™?", gdzie a jest liczba z punktu i).



5. Niech (Xp)n>0 bedzie jednorodnym tancuchem Markowa o przestrzeni stanéw E =
{1,2,3,4} i macierzy przejécia

i) Czy ten lancuch jest nieprzywiedlny? Czy jest okresowy?

ii) Czy (X2n)n>0 jest jednorodnym tancuchem Markowa? Jesli tak, to ile wynosi jego
magcierz przejscia?

iii) Obliczy¢ granice limy, o0 P(Xo022n, = 3 | Xo = 1).

6. Rzucamy symetryczng moneta, dopdki nie wypadna 3 orly pod rzad lub 4 reszki pod
rzad.
i) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze gra sie zakonczy wypadnieciem 3 ortéw
pod rzad?
ii) Ile wynosi wartosé oczekiwana liczby wykonanych rzutéw?



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 .
7 lutego 2022, grupa 2 (osoby z nazwiskami zaczynajacymi sie od liter M-Z)

Sposrdéd ponizszych szedciu zadan prosze wybraé pieé i napisaé ich rozwigzania z
pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi. Odpowiedzi prosze przedstawiaé¢ w jak najprostszej
postaci, niektére z nich moga wymagaé uzycia dystrybuanty standardowego rozktadu nor-
malnego ®. Mozna (i warto) korzystaé¢ z faktéw oméwionych na wykladzie i éwiczeniach.
Rozwigzanie kazdego zadania w postaci pliku pdf prosze umiesci¢ w stosownym folderze w
moodle’u.

1. Zmienna X ma rozklad normalny o sredniej 0 i wariancji 5. Okreslmy Y = sgn(X),
Z =E(Y|X)iW =E(X|Y). Znajdz funkcje charakterystyczne zmiennych X,Y, 7 i
w.

2. Zmienne X1, Xo,... sg niezalezne, przy czym Xj; ma rozktad jednostajny na prze-

dziale [—-2v/k, 2Vk]. Czy ciagi

Y, =

SR

ZXk oraz Zp:=min{3X1,Y,}, n=12,...
k=1

sg zbiezne wedtug rozktadu? W przypadku istnienia granicy badanego ciagu prosze
wyznaczy¢ jej dystrybuante.

3. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) = P(X; = —1) = 2, P(X; = 0) = 2.

Okredlmy

n

So=2, Sp=24Y Xp,n=12,...

k=1

oraz
T:=1inf{n > 0: |S,| = 8}.

i) Znalez¢ a € R takie, ze zmienne M,, = edon—an 4 e=5%n—an n — ()1, .. tworza

martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X,).
ii) Wykazaé, ze P(7 < o0) = 1.
iii) Obliczy¢ Ee™?", gdzie a jest liczba z punktu i).

4. Ciag (Mp,Fn)n>0 jest nadmartyngalem takim, ze Esup, |M,| < oco. Czy z tego
wynika (prosze w kazdym punkcie uzasadni¢ pozytywna odpowiedZ albo wskazaé
kontrprzyktad), ze
i) M, jest zbiezny p.n.,

ii) M, jest zbiezny w L1,
iii) M, jest zbiezny w L2,



5. Niech (Xp)n>0 bedzie jednorodnym tancuchem Markowa o przestrzeni stanéw E =
{1,2,3,4} i macierzy przejécia

i) Czy ten lancuch jest nieprzywiedlny? Czy jest okresowy?

ii) Czy (X2n)n>0 jest jednorodnym tancuchem Markowa? Jesli tak, to ile wynosi jego
magcierz przejscia?

iii) Obliczy¢ granice limy, o0 P(Xo022n, = 3 | Xo = 1).

6. Rzucamy symetryczna moneta, dopoki nie wypadna 2 orty pod rzad lub 5 reszek pod
rzad.
i) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze gra sie zakonczy wypadnieciem 2 orléw pod
rzad?
ii) Ile wynosi wartosé oczekiwana liczby wykonanych rzutéw?



