Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II, grupa I, 31 stycznia 2017

Cze$¢ zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykladzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé¢ w jak najprostszej postaci, nie zawiera-
jacej nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych. Mozna uzywaé w rozwiazaniach dystrybuanty
kanonicznego rozkladu normalnego.

1.

Rzucamy kostka dopdki nie wyrzucimy trzech piatek pod rzad.
a) Znajdz warto$é¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutéw.
b) ZnajdZ warto$¢ oczekiwang sumy wyrzuconych oczek.

. Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad wykltadniczy ze $rednia 3.

a) Znajdz liczby a,, takie, ze zmienne dane wzorem

u X
My =1, M,L:H<ak+k2k>, n>1
k=1

tworza martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X,,).
a) Czy ten martyngal jest zbiezny prawie na pewno?
b) Czy cigg (M?2) jest jednostajnie catkowalny?

. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z startujacym z 0 oraz 7 = inf{n: S, =

10}.

a) Oblicz P(1 < o0).

b) Znajdz liczbe a > 0 taka, ze €27 ~" jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej
przez S,.

c) Oblicz Ee 27, gdzie a jest liczba z punktu ii).

. W pewnym sklepie sa cztery kasy - trzy zwykle, jedna ekspresowa (dla klientéw kupujacych

co najwyzej 10 artykuléw). Sredni czas obstugi w zwyklej kasie to 120 sekund, a w kasie
ekspresowej 60 sekund, zas standardowe odchylenie wynosi odpowiednio 60 i 30 sekund. Oblicz
przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze

a) w ciagu godziny kazda z kas zwyklych obstuzy przynajmniej 30 klientéw, a kasa ekspresowa
60 (zakladamy, ze kasy obstuguja klientéw bez przerw),

b) czas obstugi 40 klientéw w kasie ekspresowej bedzie o wigcej niz 5 minut dluzszy niz 20
klientéw w pierwszej z kas zwyktych.

. Niech (X,,) oznacza bladzenie symetryczne po {0,1,...,4} z odbiciem, to znaczy lancuch

Markowa, ktérego macierz przejécia spelnia po1 = pas = 1, Dk k+1 = Prh—1 = % dla k =
1,2,3.

a) Wykaz, ze ciag Y,, dany wzorem Y,, = Xs,, n =0,1,... jest laficuchem Markowa i wyznacz
jego macierz przejscia.

b) Znajdz wszystkie rozklady stacjonarne dla (X,) i (Y3).



. Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0, 5]. Niech
Spn=X1+Xo+...+X,, 7:=inf{n>1 X, >4}
Znajdz funkcje charakterystyczng zmiennych 7 i S;.
Czes¢ testowa

. (2pkt) Podaj definicje ciasnosci rodziny miar probabilistycznych (u;);cr na R.

. (4pkt) Zmienne X,, sa niezalezne i zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej gaussowskiej o
Sredniej 1 i wariancji 2. Oblicz

i) lim, o P(X,, > 0) =

i) limy, 00 P(Xp + Xpy1 < 0) =

iii) limn_,oo (ngn_XnJrl (t) =

. (2pkt) Podaj definicje warunkowej wartosci oczekiwanej catkowalnej zmiennej losowej X
wzgledem o-ciala G: E(X|G) =Y p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy

. (4pkt) Niech X,, bedzie tancuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1, 2, 3} i macierzy przejscia

12 2
P=1| 2 2 1 |. Oblicz
11 3

P(Xy = X1|Xo = 1)=
limy, oo P(X,, = 1|1 X0 = 2) =

. (2pkt) Podaj definicj¢ momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji (F,)n>0 oraz sigma cialta
Fr.

. (3pkt) X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie wykladniczym ze $rednia 2. Oblicz
E(XY|X) =
E((X +Y)?|X) =

. (2pkt) WyraZ za pomoca funkcji charakterystycznych niezaleznos$é zmiennych X i Y.

. (3pkt) Wektor losowy X = (X1, X2) ma rozklad gaussowski ze srednia zero i macierza kowa-

riancji C' = ( f é ) Woéwezas E(X1|X2) =.

. (3pkt) Podaj definicje zbieznosci wedlug rozkladu zmiennych X,, do zmiennej X i napisz jak
ja mozna wyrazi¢ w terminach zbieznosci dystrybuant.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II, grupa II, 31 stycznia 2017

Czes¢ zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wyktadzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawiera-
jacej nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych. Mozna uzywaé w rozwiazaniach dystrybuanty
kanonicznego rozktadu normalnego.

1.

Rzucamy kostka dopdki nie wyrzucimy trzech tréjek pod rzad.
a) Znajdz warto$é¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutéw.
b) ZnajdZz warto$é¢ oczekiwana sumy wyrzuconych oczek.

. Zmienne X7, X5, ... sa niezalezne i maja rozktad wyktadniczy ze Srednia 5.

a) Znajdz liczby a,, takie, ze zmienne dane wzorem

- X
M0:17 Mn:H<ak+k:>7n>l
k=1

tworza martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X,,).
a) Czy ten martyngal jest zbiezny prawie na pewno?
b) Czy ciag (M?) jest jednostajnie catkowalny?

. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z startujacym z 0 oraz

7 =1inf{n: S, = 8}.

a) Oblicz P(1 < 00).

b) Znajdz liczbe a < 0 taka, ze e3%»T" jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej
przez S,.

c¢) Oblicz Ee®", gdzie a jest liczba z punktu ii).

. W pewnym sklepie sa trzy kasy - dwie zwykle, jedna ekspresowa (dla klientéw kupujacych

co najwyzej 10 artykuléw). Sredni czas obslugi w zwyklej kasie to 180 sekund, a w kasie
ekspresowej 90 sekund, zas standardowe odchylenie wynosi odpowiednio 60 i 30 sekund. Oblicz
przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze

a) w ciagu dwéch godziny kazda z kas zwyklych obstuzy przynajmniej 40 klientéw, a kasa
ekspresowa 80 (zakladamy, ze kasy obstuguja klientéw bez przerw)

b) czas obslugi 40 klientéw w kasie ekspresowej bedzie o wigcej niz 3 minuty dluzszy niz 20
klientéw w pierwszej z kas zwyktych.

. Niech (X,,) oznacza bladzenie symetryczne po E = {1,...,5} z odbiciem, to znaczy lancuch

Markowa, ktérego macierz przejscia spelia p1 2 =psa =1, prr+1 = Pk k-1 = % dla 2 < k <
4.

a) Wykaz, ze ciag Y,, dany wzorem Y,, = Xs,, n =0,1,... jest laficuchem Markowa i wyznacz
jego macierz przejscia.

b) Znajdz wszystkie rozktady stacjonarne dla (X,) i (Y3).



. Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0, 4]. Niech
Sp=X1+Xo+...+4X,, m:=inf{n>1 X, <1}
Znajdz funkcje charakterystyczna zmiennych 71 5.
Czes¢ testowa

. (3pkt) Podaj definicje zbieznosci wedlug rozkladu zmiennych X,, do zmiennej X i napisz jak
ja mozna wyrazi¢ w terminach zbieznosci dystrybuant.

. (4pkt) Zmienne X,, sa niezalezne i zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej gaussowskiej o
Sredniej —1 i wariancji 4. Oblicz

i) lim, o P(X,, <0) =

i) imy, 0o P(Xy, + Xpy1 2 0) =

iii) limp, o0 P2Xpn4+3Xn41 (t) =

. (2pkt) WyraZ za pomoca funkcji charakterystycznych niezaleznos$é zmiennych X i Y.

. (2pkt) Podaj definicje warunkowej wartosci oczekiwanej catkowalnej zmiennej losowej X
wzgledem o-ciala G: E(X|G) =Y p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy

. (4pkt) Niech X,, bedzie tanicuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1,2, 3} i macierzy przejscia

1 1 3
P = é 2 1 2 |].Oblicz
3 1 1

P(Xy = X1|Xo=1)=

lim,, oo P(X,, =2|Xo=1) =

. (3pkt) X i Y sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie wykladniczym ze $rednia 5. Oblicz
E(XY|Y) =

E((X — V)2|Y) =

. (3pkt) Wektor losowy X = (X1, X2) ma rozklad gaussowski ze $rednia zero i macierza kowa-

5 1 ) Woéwcezas E(X3| X1) =.

riancji C = 1 4

. (2pkt) Podaj definicje ciasnoéci rodziny miar probabilistycznych (u;);c; na R.

. (2pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji (F,),>0 oraz sigma ciala
Fr.



