Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II
grupa I, 5 lutego 2014

Cze$¢ zadaniowa

Sposérdéd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i za-
dania. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 07 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty
udowodnione na wyktadzie i éwiczeniach.

1.

Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym startujacym z 1.

i) Znajdz liczbe a > 0 taka, ze M, = a” (623" + 6’23"), n =0,1,2,... jest martyngalem
wzgledem filtracji generowanej przez S, .

ii) Dla wartodci a z punktu i) oblicz Ea”, gdzie 7 := inf{n: |S,| = 5}.

. Zmienne X1,Y7, Xs,Ys,... sa niezalezne, przy czym P(X, = £2) = %7 za$ Y,, ma rozklad

wykladniczy ze érednig n~'/2. Dla liczby rzeczywistej t oblicz

n
lim P(ZX,«/E > tn1/4).
i=1

n—oo

Uwaga. lim, 0o n™ Y230 _ k=12 = 2.

Dla ustalonej liczby p € (0,1) rozpatrzmy lancuch Markowa (X, ),>0 0 przestrzeni stanéw
E = 7 i macierzy przejécia takiej, ze po1 = po,—1 = % Oraz Pk k41 = P—k,—k—1 = D, Pk k—1 =
Pk-ki1=1—pdak=12 .. Niech M, = (PTP)IXM oraz Fp, = 0(Xo, ..., Xn).

a) Wykaz, ze (M,,,F,) jest nadmartyngalem dla p > % i podmartyngatem dla p < %

b) Wykaz, ze M,, jest zbiezny prawie na pewno dla p > % ITle wynosi jego granica?

. Po wierzcholkach czworoscianu ABCD porusza sie pionek, w kazdym ruchu z prawdopodo-

bienstwem % przeskakujac do jednego z sasiadow. W chwili 0 pionek znajduje sie w punkcie
A. Oblicz

i) prawdopodobienstwo tego, ze pionek wréci do punktu A przed dotarciem do punktu D,
ii) $redni czas oczekiwania na powrét pionka do punktu A,

iii) przyblizone prawdopodobiefistwo tego, ze po 1000 krokach pionek bedzie w punkcie A.

. Zmienne losowe X7, X5, ... sg niezalezne, symetryczne i maja wariancje 2. Okreslmy M, =

IT, (1 + 5.

i) Znajdz filtracje dla ktérej M,, jest martyngatem.

ii) Czy z zalozefh wynika zbieznosé M,, w L2?

iii) Czy z zalozen wynika zbiezno$é¢ M,, prawie na pewno?

Znajdz wszystkie zmienne losowe X takie, ze jesli Y jest zmienna N (0, 1) niezalezng od X,
to X +Y ma ten sam rozktad, co %X +3Y + 1.

Obréé kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



—_

Czesé testowa

. (2pkt) Co to znaczy, ze wektor losowy X = (Xi,...,X,) ma rozklad gaussowski (podaj

jedna z definicji)?

. (2pkt) Podaj kryterium powracalnosci (w jezyku macierzy przejscia) jednorodnego, nieprzy-

wiedlnego tancucha Markowa.

. (4pkt) Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 2. Oblicz

warunkowa warto$é oczekiwana E((X — 3Y)?|X) =
funkcje charakterystyczna px 3y (t) =

. (2pkt) Podaj definicje jednostajnej calkowalnodci ciagu zmiennych losowych (X,)n>1.

. (3pkt) Zmienne losowe X,, spelniaja warunek lim,, o, Ee®Xn = % dla wszystkich ¢. Oblicz

limy, oo P(1 < X, < 3) =

. (3pkt) Niech X bedzie zmienna losowa. Wéwezas rodzina zmiennych losowych (e!X);50 jest

ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy

. (3pkt) Uzupelnij sformulowania nieréwnosci maksymalnych Dooba dla martyngatu (M, )n>1.

i) Dla ¢t > 0, tP(max, |M,| > t) <
i) Dla p > 1, Emax, | M, [P <

. (3pkt) Zmienna losowa X ma skoficzone wszystkie momenty. Wyraz za pomoca funkeji cha-

rakterystycznej X nastepujace wielkosci:
EX =

Var(X) =

Var(X?) =

. (3pkt) Niech S, = X1 + X5 + ... + X,,, gdzie niezalezne zmienne X,, maja rozklad jed-

nostajny na [0,4]. Wéwezas zmienne losowe S, — f(n), (S, — g(n))? — h(n) sa martynga-
tami wzgledem filtracji generowanej przez X, jesli f(n) = .......... , g(n) = oraz
h(n) = i,



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II
grupa II, 5 lutego 2014

Cze$¢ zadaniowa

Sposérdéd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i za-
dania. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 07 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty
udowodnione na wyktadzie i éwiczeniach.

1.

Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym startujacym z 2.

i) Znajdz liczbe a > 0 taka, ze M, = a” (633" + 6’33"), n =0,1,2,... jest martyngalem
wzgledem filtracji generowanej przez S, .

ii) Dla wartoéci a z punktu i) oblicz Ea”, gdzie 7 := inf{n: |S,| = 4}.

. Zmienne X1,Y7, Xs,Ys,... sa niezalezne, przy czym P(X, = £3) = %7 za$ Y, ma rozklad

wykladniczy ze érednig n~'/2. Dla liczby rzeczywistej t oblicz

n
lim P(ZX,«/E > tn1/4).
i=1

n—oo

Uwaga. lim, 0o n™ Y230 _ k=12 = 2.

Dla ustalonej liczby p € (0,1) rozpatrzmy lancuch Markowa (X, ),>0 0 przestrzeni stanéw
E = 7 i macierzy przejécia takiej, ze po1 = po,—1 = % Oraz Pk k41 = P—k,—k—1 = D, Pk k—1 =
Pk-ki1=1—pdak=12 .. Niech M, = (PTP)IXM oraz Fp, = 0(Xo, ..., Xn).

a) Wykaz, ze (M,,,F,) jest nadmartyngalem dla p > % i podmartyngatem dla p < %

b) Wykaz, ze M,, jest zbiezny prawie na pewno dla p > % ITle wynosi jego granica?

. Po wierzcholkach czworoscianu ABCD porusza sie pionek, w kazdym ruchu z prawdopodo-

bienstwem % przeskakujac do jednego z sasiadow. W chwili 0 pionek znajduje sie w punkcie
A. Oblicz

i) prawdopodobienistwo tego, ze pionek wréci do punktu A przed dotarciem do punktu C,
ii) $redni czas oczekiwania na powrét pionka do punktu A,

iii) przyblizone prawdopodobiefistwo tego, ze po 1000 krokach pionek bedzie w punkcie A.

. Zmienne losowe X7, X5, ... sg niezalezne, symetryczne i maja wariancje 3. Okreslmy M, =

IT, (1 + 5.

i) Znajdz filtracje dla ktérej M,, jest martyngatem.

ii) Czy z zalozefh wynika zbieznosé M,, w L2?

iii) Czy z zalozen wynika zbiezno$é¢ M,, prawie na pewno?

Znajdz wszystkie zmienne losowe X takie, ze jesli Y jest zmienna N (0, 1) niezalezng od X,
to X + Y ma ten sam rozktad, co %X +2Y — 1.

Obréé kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



Czesé testowa

. (3pkt) Niech S, = X7 + X5 + ... + X,,, gdzie niezalezne zmienne X, maja rozklad jed-
nostajny na [0,2]. Wéwczas zmienne losowe S,, — f(n), (S, — g(n))?> — h(n) sa martynga-
tami wzgledem filtracji generowanej przez X, jesli f(n) = .......... , g(n) = oraz

h(n) = oo,

. (2pkt) Podaj kryterium powracalnosci (w terminach macierzy przejscia) jednorodnego, nie-
przywiedlnego tancucha Markowa.

. (3pkt) Zmienna losowa X ma skoficzone wszystkie momenty. Wyraz za pomoca funkcji cha-
rakterystycznej X nastepujace wielkodci:

EX =

Var(X) =

Var(X?) =

. (2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci ciagu zmiennych losowych (Xp,)n>1.

=

. (3pkt) Niech X bedzie zmienna losowa. Wéwezas rodzina zmiennych losowych (e!X);50 jest
ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy

. (4pkt) Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 3. Oblicz
warunkowa warto$é oczekiwang E((X + 2Y)?|X) =
funkcje charakterystyczna px oy (t) =

. (3pkt) Zmienne losowe X, spetniaja warunek lim,, , , Ee?*X» = 3Eit dla wszystkich ¢. Oblicz
lim, o P(1 < X,, <5) =

. (3pkt) Uzupelnij sformutowania nieréwnosci maksymalnych Dooba dla martyngatu (M, )n>1.
i) Dla t > 0, tP(max, |M,| > t) <
ii) Dla p > 1, Emax,, | M, |? <

. (2pkt) Co to znaczy, ze wektor losowy X = (Xi,...,X,) ma rozklad gaussowski (podaj
jedna z definicji)?



