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Cze$¢ zadaniowa

Sposérdd ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé i napisaé ich pelne rozwiazania.
Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-7.

1.

Po wierzchotkach 2n-kata foremnego AiAs ... As, porusza sie pionek. W chwili po-
czatkowej znajduje si¢ w punkcie A;, a w kolejnych krokach z prawdopodobienstwem
1/2 zmienia (w sposéb niezalezny od poprzednich ruchéw) wierzcholek na jeden z sa-
siednich. Oblicz

a) prawdopodobienstwo, ze pionek dotrze do A,, przed dotarciem do A, 41;

b) wartos$¢ oczekiwana liczby krokéw do momentu powrotu do A;.

Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne, przy czym X,, ma rozklad jednostajny na [0,n2].
Niech S, := X1 + ...+ Xy, ap, := ES,, 02 := Var(S,,). Czy ciag zmiennych losowych
Sn—0n jest zbiezny wedlug rozkladu? Jedli tak, to do jakiej granicy?

Niech Z; = (X1,Y1), Za = (X2,Y3), ... beda niezaleznymi wektorami losowymi o stan-
dardowym rozkladzie gaussowskim na R2. Okredlmy

7 :=inf{n: Z, lezy w gérnej pélplaszczyznie}.
Zmajdz funkcje charakterystyczna zmiennej losowej S = Z;:l X;.

Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne, przy czym zmienna X, ma rozktad dwumia-
nowy Bin(n, %), n=1,2,.... Okreslmy ciagg zmiennych Y,, wzorem Y, = X1 X>... X,
n=12...

(a) Wykaz, ze ciag Y,, jest martyngalem wzgledem filtracji F,, = o(X1, Xo,...,X,) 1
ze ten martyngal jest zbiezny prawie na pewno.

(b) Czy Y,, zbiezny w L'?

Rozpatrzmy tancuch Markowa na zbiorze liczb catkowitych z macierza przejscia P =
(pzy) dana wzorem

1
Dok = 3 dla k= -1,0,1,
Prk—1=q, Pkik+1 =pdlak < -1,
Pkk—1 =D, P+l =qdlak > 1,

gdzie ¢ =1 — p oraz p € (0,1). Wykaz, ze lancuch jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
Dla jakich wartosci p, tancuch ten jest powracalny?

Niech (Wy)i>o bedzie procesem Wienera, zas§ F; = o(W, : s < t). Znajdz funkcje
f:]0,00) — R taka, ze

(e +F O F,) jest martyngatem.



Czesé testowa

W ponizszych zadaniach ¢ x oznacza funkcje charakterystyczna zmiennej losowej X.

1.

10.

11.

(3pkt) Zmienne X i Y sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy z parametrem 2.
Znajdz funkcje charakterystyczna ¢ x _oy () =

(2pkt) 7 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F,)22,. Podaj definicje o-
ciala F;

(3pkt) Ktére z nastepujacych warunkéw implikuja ciasnosé ciagu rozkladéw (px, )n>1
(podkresl wlasciwe odpowiedzi): sup,, E|X,| < oo;  jednostajna catkowalno$é X,,;
zbieznoé¢ X, wedtug rozkladu;  punktowa zbieznos¢ px,?

. (3pkt) Zmienne nieujemne X,, zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej X. Wynika stad,

ze (podkresl wladciwe odpowiedzi): lim,, o P(X, < 1) =P(X < 1);
lim,—oo EX, =EX; lim,_.. Ee X" =Ee™¥; zmienna X jest nieujemna.

(4pkt) Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0,3], S, =
X1+ Xo+ ...+ X, oraz Fp, = 0(X1,Xa,...,X,) dlan =1,2,.... Wéwczas (S2 +
aSy, + b, F,,)22, jest martyngaltem, jeslia =, b=

(5pkt) Kostka szescienna rzucamy dopoki nie wyrzucimy wszystkich nieparzystych
oczek. Niech N oznacza liczbe rzutéw, a S sume wyrzuconych oczek. Wowczas EN =
ES =

(3pkt) Ktoére z nastepujacych warunkéw implikuja zbieznosé prawie na pewno mar-
tyngatu (X, 7)) (podkresdl wlasciwe odpowiedzi): nieujemnosé X,,,
sup,, E|X, | < oo, sup, EX, <oo, zbieznoéé¢ X, w L2.

(2pkt) Podaj jedna z definicji jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych
(Xi)ier.

(3pkt) Symetryczne bladzenie losowe na prostej jest (podkresl poprawne odpowiedzi)
powracalne, nieokresowe, ma rozklad stacjonarny, w kazdym stanie przebywa
prawie na pewno nieskonczenie wiele razy.

(4pkt) Pewien jednorodny lancuch Markowa z dwuelementowa przestrzenia stanéw ma
1

macierz przejécia A = ( ? ‘; ) Woéwcezas a = , macierz przejscia w dwu krokach
4

4

tego tancucha wynosi , za$ rozklad stacjonarny ™= ( , ).

(3pkt) Podaj kryterium powracalnosci jednorodnego, nieprzywiedlnego taficucha Mar-
kowa.



