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Cze$¢ zadaniowa

Sposréd ponizszych zadan nalezy wybraé cztery i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i zadania.. Kazde zadanie bedzie
oceniane w skali 0-10 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione na wykladzie i
¢wiczeniach.

1. Zmienne X, i Y,, sa niezalezne i maja rozktad Poissona z parametrem 5n.
a) Zbadaj zbieznoéé wedtug rozktadu ciagu n=5/2(X3 — V3).
b) Wyznacz wszystkie ciagi a,, takie, ze (anX,)n>1 jest ciasny.

2. Niech (p,)$2 bedzie ciggiem liczb z przedziatu (0, 1). Rozwazmy tancuch Markowa (X,,)22
o przestrzeni stanéw E = {0,1,2,...} i macierzy przejscia danej wzorami p, o = ppn, Pnn+1 =
1—-p,dlan=0,1,2,....

a) Czy jest to lancuch nieprzywiedlny? Czy jest on okresowy?

b) Dla jakich ciagéw (p,,) taficuch (X,,) jest powracajacy?

¢) Zalézmy, ze p, = % dla wszystkich n. Oblicz dla k,l € E,
lim P(X,, = k|Xo =1)
n—oo

3. Rzucamy moneta dopdki nie wypadna 2 orty pod rzad. Oblicz
a) prawdopodobiefistwo tego, ze wyrzucimy w sumie parzysta liczbe ortéw,

b) wartos$é oczekiwana liczby oddanych rzutéw,
¢) wartosé oczekiwana liczby wyrzuconych ortéw.

4. Ciag (M, Fn)n>0 jest martyngatem o wyrazach catkowitych takim, ze My = 1, [My11 —
M,|<1dlan=0,1,2... oraz limsup M,, = co p.n.. Okredlmy
7:=inf{n > 0: M, =10} oraz o :=inf{n > 0: |M,|=10}.
a) Oblicz P(1 = o).
b) Wykaz, ze jesli N, = M,, dlan < 71 N,, = 20— M,, dlan > 7, to N,, tez jest martyngalem
wzgledem F,,.

5. Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [—1,1]. Okreslmy S, =
X1+Xo+...+X,i7:=inf{n > 1: X,, > 0}. Oblicz
a) ET i ES,,

b) funkcje charakterystyczna zmiennej S;.
Czesé testowa

1. (4pkt) Niech X,, bedzie taicuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1,2,3} i macierzy przej-

1 2 2

$cia P = % 3 1 1 |, zaé w bedzie rozkladem stacjonarnym dla tego tancucha. Oblicz
0 2 3

P(X; = X1|Xo=1)=

(r({1}), 7({2}), 7({3})) =



. (3pkt) Sformutuj twierdzenie o zbieznoséci martyngaléw w Lo.

. (4pkt) Zmienne X, sa niezalezne i zbiegaja wedlug rozkladu do rozkladu normalnego N'(1,1).
Oblicz

i) lim, 0o P(X, <0) =

i) 1imy, o0 P(X,, + X1 < 0) =

111) hIIln‘>C>o (pgxn,XnJrl (t) =

. (3pkt) Zalézmy, ze S,, = X1+ Xo+...+ X, gdzie X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladzie wykladniczym z parametrem 1. Wéwczas ciag e 5" jest nadmartyngalem
wzgledem filtracji generowanej przez zmienne X, wtedy i tylko wtedy, gdy

. (4pkt) Zmienna losowa X ma skoficzone wszystkie momenty. Wyraz za pomoca funkeji cha-
rakterystycznej X nastepujace wielkodci:

. (3pkt) Co to znaczy, ze wektor losowy X = (Xi,...,X,) ma rozklad gaussowski (podaj
jedna z definicji)?

. (3pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji F,, i sigma-ciala F.

. (3pkt) Ktére z nastepujacych warunkéw implikuja jednostajna calkowalno$é zmiennych X,
(podkresl wlasciwe odpowiedzi): ciasnosé ciagu rozkladéw px,; zbiezno$é X, prawie na
pewno;  zbieznoéé X,, w L'; Esup, |X,| < co.

. (3pkt) Sformutuj Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy’ego.



