Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa IT*
grupa I, 31 stycznia 2009

Cze$é zadaniowa

Sposrdéd ponizszych zadan nalezy wybraé piec¢ i napisa¢ ich pelne rozwigzanie. Kazde zadanie
bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

1. Zmienne losowe X,, spelniaja warunek sup,, Eel Xl < 0co. Wykaz, ze X,, zbiega wedlug roz-
ktadu do X wtedy i tylko wtedy gdy lim,, ... EX¥ = EX* dla k=0,1,2....

2. Rzucamy kostka dopdki nie wypadna 3 szostki pod rzad. Oblicz warto$é¢ oczekiwang liczby
wykonanych rzutéw i sumy wyrzuconych oczek.

3. Niech Y,, = X; X5 - X,,, gdzie X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz X,, ma rozktad
Poissona z parametrem n?.
a) Znajdz taki niezerowy ciag (an), ze (anYn)n>1 jest martyngatem wzgledem sigma ciala
generowanego przez (X,,).
b) Czy martyngal z punktu a) jest zbiezny prawie na pewno?

c) Czy jest zbiezny w L1?
4. Zmienne X1,Y7, X2,Ys,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [—1,1]. Czy ciag

_ ke XY

V2 Y7

jest zbiezny wedlug rozkladu? Jesli tak, to do jakiej granicy?

T,

5. Niech

® {1 dlat=0
p(t) = 1_e—20t2
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Wykaz, ze istnieje zmienna losowa X taka, ze ¢ = ¢x. Znajdz rozklad X.

6. Dany ustalonej liczby p € (0,1) rozpatrzmy lancuch Markowa o przestrzeni stanéw E = Z
i macierzy przejscia takiej, ze po1 = po,—1 = 1/2 oraz pg 41 = Pk —k—1 = P, Pk k-1 =
D—k,—k+1 =1—pdlak=1,2,.... Zbadaj powracalnoé¢ tego taicucha Markowa.

Czesc¢ testowa

1. (3pkt) Sformuluj Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy’ego.

2. (2pkt) Uzupelnij stwierdzenie: Zmienne X,, maja rozklad jednostajny na [a,,b,]. Wowczas
ciag X, jest ciasny wtedy i tylko wtedy gdy .............



. (3pkt) Niech X,, = E(X|F,), gdzie X jest pewna zmienng o rozkladzie N'(0,1) a (F,)n>0
pewna filtracja. Wynika stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): Ciag X,, zbiega do X
w L, ciag X, jest zbiezny prawie na pewno, ciag X, jest zbiezny wedtug rozkladu,
ciag (X?2) jest jednostajnie catkowalny.

. (4pkt) Podaj wybrane dwie réwnowazne definicje wielowymiarowej zmiennej gaussowskiej.

. (4pkt) (Wy)i>0 jest procesem Wienera. Wowczas dla 0 < s < ¢

. (4pkt) Zmienna losowa X ma skonczone wszystkie momenty. Wyraz za pomoca funkcji cha-
rakterystycznej X nastepujace wielkosci:

. (4pkt) Niech X,, bedzie lanicuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1,2} i macierzy przejécia
2 3
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. (3pkt) (M, Fn)n>o jest nieujemnym martyngatem takim, ze My = 1, a 7 skoficzonym mo-
mentem zatrzymania. Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi): EM, =1, EM a100 =
1, EM2>1, EVM, <L

. (3pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji F,, oraz sigma ciala F,.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa IT*
grupa II, 31 stycznia 2009

Cze$¢ zadaniowa

Sposérod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisaé ich pelne rozwiazanie. Kazde zadanie
bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

1.

Niech Y,, = X1 X5 --- X,, gdzie X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz X,, ma rozktad
Poissona z parametrem n>.

a) Znajdz taki niezerowy ciag (an), ze (anYn)n>1 jest martyngalem wzgledem sigma ciala
generowanego przez (X,,).

b) Czy martyngal z punktu a) jest zbiezny prawie na pewno?

c) Czy jest zbieiny w L'?

. Niech

® { 1 dlat=0
p(t) = 1_e—2082

Wykaz, ze istnieje zmienna losowa X taka, ze ¢ = ¢x. Znajdz rozklad X.

. Dany ustalonej liczby p € (0,1) rozpatrzmy laticuch Markowa o przestrzeni stanéw E = Z

i macierzy przejécia takiej, ze po1 = po,—1 = 1/2 oraz pgrt+1 = P—k,—k—1 = D, Dk k-1 =
Dk —k+1 =1—pdlak=1,2,.... Zbadaj powracalnos¢ tego tancucha Markowa.

. Rzucamy kostka dopdki nie wypadna 3 jedynki pod rzad. Oblicz wartosé oczekiwana liczby

wykonanych rzutéw i sumy wyrzuconych oczek.

. Zmienne X1,Y7, X5,Y5, ... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [—2,2]. Czy ciag

_ 2= XaYi

V2=t Vi

jest zbiezny wedlug rozktadu? Jesli tak, to do jakiej granicy?

T,

. Zmienne losowe X,, spelniaja warunek sup,, Eel Xl < 0co. Wykaz, ze X,, zbiega wedlug roz-

ktadu do X wtedy i tylko wtedy gdy lim,, .o EX¥ = EX* dla k=0,1,2....

Czesé testowa

. (3pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji F,, oraz sigma ciala F.



. (4pkt) (Wy)i>0 jest procesem Wienera. Wéwcezas dla 0 < s < ¢
Ee3We=We) — .

E(W,Wy) =i
E(W2W?2) =...........

. (3pkt) Sformuluj Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy’ego.

. (3pkt) (M, Fn)n>o jest nieujemnym martyngatem takim, ze My = 1, a 7 skoficzonym mo-
mentem zatrzymania. Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi): EM2 > 1, EM, =
1, EMa100=1, EVM, <1

. (2pkt) Uzupelnij stwierdzenie: Zmienne X,, maja rozklad jednostajny na [a,,b,]. Wowczas
ciag X, jest ciasny wtedy i tylko wtedy gdy .............

. (3pkt) Niech X,, = E(X|F,), gdzie X jest pewna zmienng o rozkladzie N'(0,1) a (Fp)n>0
pewna filtracja. Wynika stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): Ciag X, jest zbiezny w
L', ciag X, jest zbiezny prawie na pewno do X, ciag X,, jest zbiezny wedtug rozkladu,
ciag (X2) jest jednostajnie catkowalny.

. (4pkt) Zmienna losowa X ma skonczone wszystkie momenty. Wyraz za pomoca funkcji cha-
rakterystycznej X nastepujace wielkosci:

. (4pkt) Niech X,, bedzie lanicuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1,2} i macierzy przejécia
1 4

P:( 3 3 ).Oblicz
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3 n
lim,, oo P" =ceueeenn.

. (4pkt) Podaj wybrane dwie réwnowazne definicje wielowymiarowej zmiennej gaussowskiej.



