Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa II*, grupa I, 1 lutego 2024
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé pieé i napisaé¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykladzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1. Zmienne X,, sa nieujemne oraz

lim Ecos(tX,) = e dla wszystkich ¢ € R.

n—oo
i) Czy wynika stad ciasno$é¢ X,,7
ii) Czy wynika stad istnienie granicy lim, ., P(X, > 1). Jedli tak, to ile ona wynosi?
iii) Czy odpowiedzi na pytania i) i ii) si¢ zmienia, jesli nie zalozymy nieujemnosci X,,?

2. Zmienne X7, Xo, X3, ... sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 5. Niech

"1
S, :;ﬁo{’“ —1).

Znajdz ciag liczbowy a,, taki, ze ciag zmiennych losowych Y, = In(1 + |S,|) — a,, jest zbiezny
wedlug rozkladu. Wyznacz granice Y,, dla znalezionego ciagu a,.

3. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z, startujacym z zera. Okreslmy
7 =inf{n: S, =5} ipoldézmy T, =25, dlan <717, =25-35, dlan > 7. Wykaz, ze T),
jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez S, .

4. Zmienne losowe M,, przyjmuja wartosci catkowite, My =4, |M,, — M,—1| < 1ldlan=1,2,...
oraz ciagi M, oraz M? — %n sa martyngalami wzgledem filtracji generowanej przez M,.
Niech 7 = inf{n > 1: |M,| = 10}.

i) Wykaz, ze P(7 < o0) = 1 i oblicz Er.
ii) Znajdz rozktad M.,.

5. Rzucamy kostka do momentu wyrzucenia trzech piatek pod rzad. Znajdz wartosé¢ oczekiwana
i) liczby wykonanych rzutéw,
ii) sumy wyrzuconych oczek,
iii) liczby wyrzuconych piatek.

6. Niech S,, oznacza symetryczne bladzenie losowe po {0,1,2,...,100} z odbiciem w punktach
koncowych, startujace z 10. Oblicz
i) prawdopodobienstwo tego, ze wrécimy do 10 przed dojsciem do jednego z koneéw odcinka
(tzn. do 0 lub 100),
11) hmnaoo P(X2n+2 = Xgn — 2)

Obréé¢ kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa (20pkt)

. (2pkt) Zmienne losowe X7, Xs,... sa niezalezne i maja srednia 4 i wariancje 2. Niech S,, =
Sor_y Xi. Wowezas (S, — an)? — bn jest podmartyngatem wzgledem naturalnej filtracji
wtedy i tylko wtedy, gdy ....c.ooeeee..

. (2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;)e;.

. (2pkt) Dwuwymiarowy wektor losowy X = (X7, X3) ma rozklad jednostajny na prostokacie
[0, 3] x [—5,5]. Wéwczas funkcja charakterystyczna X wynosi px (t1,t2) =.........

. (4pkt) Wektor losowy (X7, X5, X3) ma rozklad gaussowski o éredniej 0 i macierzy kowariancji

1 1 -2
P = 1 2 2
-2 2 5

i) Wowcezas ox, —x,42x,(t) =
ii) Zmienne X, oraz aXs + bX3 sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ............
i) E(X1|(X2, X3)) =

. (2pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji (F,)n>0 oraz o-ciala F.

. (2pkt) Uzupelnij sformulowanie nieréwnosci maksymalnej Dooba dla martyngatu M,,:

E sup |[MplP < v, dla p...........
1<k<n
. - 1 ,
. (2pkt) Lancuch Markowa (X,,) ma macierz przejscia % ( 9 Z ) Woéwcezas a =......... oraz
macierz przejécia w trzech krokach dla tego tancucha wynosi ( )

. (2pkt) Podaj definicje nieprzywiedlnosci tanicucha Markowa o przestrzeni stanéw FE oraz po-
wracalnoéci stanu z € E.

. (2pkt) Podaj trzy warunki réwnowazne zbieznosci martyngatéw w L2.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II*, grupa II, 1 lutego 2024
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykladzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1. Zmienne X,, sa nieujemne oraz

lim Ecos(tX,) = e /% dla wszystkich ¢ € R.

n—oo
i) Czy wynika stad ciasno$é¢ X,,7
ii) Czy wynika stad istnienie granicy lim, ., P(X, > 5). Jesli tak, to ile ona wynosi?
iii) Czy odpowiedzi na pytania i) i ii) si¢ zmienia, jesli nie zalozymy nieujemnosci X,,?

2. Zmienne X7, Xo, X3,... sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 3. Niech

"1
S, :;ﬁo{’“ —1).

Znajdz ciag liczbowy a,, taki, ze ciag zmiennych losowych Y, = In(1 + |S,|) — a,, jest zbiezny
wedlug rozkladu. Wyznacz granice Y,, dla znalezionego ciagu a,.

3. Niech S,, bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na Z, startujacym z zera. Okreslmy
7 =inf{n: S, =4} ipoldézmy T, =35, dlan < 71T, =20—-2S5, dlan > 7. Wykaz, ze T),
jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez S, .

4. Zmienne losowe M, przyjmuja wartosci calkowite, My = —1, |M,,— M, 1| < 1dlan =1,2,...
oraz ciagi M,, oraz M?2— %n sg martyngatami wzgledem filtracji generowanej przez M,,. Niech
7 =1inf{n > 1:|M,| = 20}.
i) Wykaz, ze P(7 < o0) = 1 i oblicz Er.
ii) Znajdz rozktad M,.

5. Rzucamy kostka do momentu wyrzucenia trzech jedynek pod rzad. Znajdz warto$¢ oczekiwana
i) liczby wykonanych rzutéw,
ii) sumy wyrzuconych oczek,
iii) liczby wyrzuconych jedynek.

6. Niech S,, oznacza symetryczne bladzenie losowe po {0,1,2,...,50} z odbiciem w punktach
koncowych, startujace z 20. Oblicz
i) prawdopodobienstwo tego, ze wrécimy do 20 przed dojsciem do jednego z koneéw odcinka
(tzn. do 0 lub 50),

Obréé kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa (20pkt)

. (2pkt) Podaj definicj¢ momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji (F,, ), >0 oraz o-ciala F.

. (2pkt) Dwuwymiarowy wektor losowy X = (X1, X5) ma rozklad jednostajny na prostokacie
[—3, 3] x [0,5]. Wéwczas funkcja charakterystyczna X wynosi ¢x (t1,t2) =.........

. (4pkt) Wektor losowy (X7, X, X3) ma rozklad gaussowski o éredniej 0 i macierzy kowariancji

4 1 =2
P= 1 2 2
-2 2 9

1) Wowczas PX14+2X0—X3 (t) =
ii) Zmienne X5 oraz aX; + bXo sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ............
i) E(X3](X1, X)) =

. (2pkt) Zmienne losowe X7, Xs,... sa niezalezne i maja srednia 6 i wariancje 3. Niech S,, =
Sh_i Xk Wéwezas (S, — an)? — bn jest nadmartyngalem wzgledem naturalnej filtracji
wtedy i tylko wtedy, gdy ......ooeee..

. (2pkt) Uzupelnij sformulowanie nieréwnosci maksymalnej Dooba dla martyngatu M,,:

E sup |[MplP < oo dla p...........
1<k<n

. (2pkt) Podaj trzy warunki réwnowazne zbieznosci martyngaléw w LS.

. (2pkt) Podaj definicje nieprzywiedlnosci tancucha Markowa o przestrzeni stanéw E oraz po-
wracalnoéci stanu z € E.

. (2pkt) Lancuch Markowa (X,) ma macierz przejscia ( ? Z > Wéwezas a =......... oraz
macierz przejécia w trzech krokach dla tego tancucha wynosi ( )

. (2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;)e;-



