Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa II*, grupa I, 1 lutego 2020

Cze$¢ zadaniowa (35pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach.

1.

Dla kazdego n zmienne losowe X, i Y,, sa niezalezne i maja jednakowy rozktad. Ponadto ciag
X, + Y, zbiega wedlug rozkladu do rozkladu normalnego o éredniej 0 i wariancji 8. Czy z
tego wynika zbiezno$¢ wedlug rozkladu ciagu X, , a jesli tak, to do jakiej granicy?

. Zalézmy, ze X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P(X,, = 3\/n) = i,

P(X,, = —v/n) = 3/4. W zaleznosci od parametru « > 0 oblicz granice

(3w <o

k=1

. Niech (Sy,)n>0 bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na prostej, startujacym z zera, zas

T pierwszym momentem w ktérym S, przyjmuje wartosc¢ 4.

i) Wyznacz wszystkie pary liczb (a,b) € (0,1) x (0,00) dla ktérych ab%* jest martyngatem
wzgledem filtracji generowanej przez .S,.

i) Dla a € (0,1) oblicz Ea.

X1, X5, ... sa niezaleznymi, wspdlnie ograniczonymi zmiennymi losowymi o $redniej 0 i wa-
riancji 1. Wyznacz wszystkie a > 0 takie, ze ciag Z, = [[;_, (1 + k~*X})

a) jest zbiezny prawie na pewno,

b) jest zbieiny w L2.

. Rzucamy kostka dopdki nie wyrzucimy szdstki lub dwéch piatek pod rzad. Oblicz

a) prawdopodobienstwo tego, ze gra sie skonczy seria piatek,
b) warto$¢ oczekiwana liczby wykonanych rzutéw,
¢) warto$¢ oczekiwana sumy wyrzuconych oczek.

. Laéuch Markowa X, o wartoSciach naturalnych jest nieprzywiedlny, nieokresowy i ma rozktad

stacjonarny (7, )n>0. Niech Y,, bedzie niezalezna kopia X,,, oblicz

lim P(X, >Y,).

n—oo

Obréé¢ kartke, by wypelnié¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa (25pkt)

W ponizszych zadaniach ¢ x oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej losowej X. Odpowiedzi
prosze podawaé w jak najprostszej postaci. W odpowiedziach mozna uzywac¢ dystrybuanty rozkladu
normalnego.

1.

10.

(2pkt) Sformuluj twierdzenie Bochnera.

. (2pkt) Sformutuj kryterium powracalnosci nieprzywiedlnego tancucha Markowa.

(2pkt) Zmienne X; i X» sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 5, wéwczas
P2X,-3X, (t) I T T L TR T Py
(4pkt) Dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) ma rozklad gaussowski ze $rednia (1,-3) i

(13 ; . Oblicz P(Y > 2X) =i, oraz dwuwy-

miarows funkcje charakterystyczna ox v (£1,12) = ccovevieniiniiioennn.

macierza kowariancji C' = <

(4pkt) Niech X, bedzie taficuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1, 2, 3} i macierzy przejscia

1 2 3
P=1| 3 2 1 |.Oblicz
11 4

P(X5 = X1|Xo = 1)=evn...
limy oo P(Xp = 1[X0 =2) = eovovvene.

. (2pkt) Nieujemne zmienne losowe X,, zbiegaja wedlug rozktadu do zmiennej X. Wynika stad,

ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
lim, EX, =EX, P(X >0)=1, lim,Ee X =Ee=X, lim,P(X, >1)=P(X >1).

. (3pkt) Zmienna losowa X spelnia ¢ x () = 3 (exp(—4t?)+e*"). Wowczas P(X > 0) =.............

. (2pkt) Scharakteryzuj za pomocs funkcji charakterystycznej niezalezno$é zmiennych X i Y.

. (2pkt) Zmienne o i 7 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)n>0. Wowczas na-

stepujace zmienne musza by¢ momentami zatrzymania (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
(c+1)AT, V(0 —1), T3, T7+o0.

(2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;)ier.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa II*, grupa II, 1 lutego 2019

Cze$¢ zadaniowa (35pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach.

1.

. Zalézmy, ze X1, X, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P(X,, = \/n) =

Dla kazdego n zmienne losowe X, i Y,, sa niezalezne i maja jednakowy rozktad. Ponadto ciag
X, + Y, zbiega wedlug rozktadu do rozktadu normalnego o Sredniej 0 i wariancji 16. Czy z
tego wynika zbiezno$¢ wedlug rozkladu ciagu X, , a jesli tak, to do jakiej granicy?

P(X,, = —4y/n) = 1/5. W zaleznosci od parametru o > 0 oblicz granice

(3w <o

k=1

. Niech (Sy,)n>0 bedzie symetrycznym bladzeniem losowym na prostej, startujacym z zera, zas

T pierwszym momentem w ktérym S, przyjmuje wartosc¢ 5.

i) Wyznacz wszystkie pary liczb (a,b) € (0,1) x (0,00) dla ktérych ab%* jest martyngatem
wzgledem filtracji generowanej przez .S,.

i) Dla a € (0,1) oblicz Ea.

X1, X5, ... sa niezaleznymi, wspdlnie ograniczonymi zmiennymi losowymi o $redniej 0 i wa-
riancji 1. Wyznacz wszystkie a > 0 takie, ze ciag Z, = [[;_, (1 + k~*X})

a) jest zbiezny w L2

a) jest zbiezny prawie na pewno.

. Rzucamy kostka dopdki nie wyrzucimy dwéjki lub dwdch jedynek pod rzad. Oblicz

a) prawdopodobienstwo tego, ze gra sie skonczy dwdjka,
b) warto$¢ oczekiwanag liczby wykonanych rzutéw,
¢) warto$¢ oczekiwana sumy wyrzuconych oczek.

. Laéuch Markowa X, o wartoSciach naturalnych jest nieprzywiedlny, nieokresowy i ma rozktad

stacjonarny (7, )n>0. Niech Y;, bedzie niezalezna kopia X,,, oblicz

lim P(X, >Y,).

n—oo

Obréé¢ kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa (25pkt)

W ponizszych zadaniach ¢ x oznacza funkcje charakterystyczna zmiennej losowej X . Odpowiedzi
prosze podawaé w jak najprostszej postaci. W odpowiedziach mozna uzywaé dystrybuanty rozktadu
normalnego.

1.

10.

(4pkt) Dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) ma rozklad gaussowski ze $rednia (—2,1) i

1_1 ) Oblicz P(X > 3Y) =i, oraz dwu-

wymiarows funkcje charakterystyczna ¢ x vy (t1,t2) =coeoveiviiiieniennns

macierzg kowariancji C' = ( i 1

(2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;)e;.
(4pkt) Niech X, bedzie taficuchem Markowa o przestrzeni stanéw {1, 2, 3} i macierzy przejscia
1 0 4
P= % 2 2 1 |.Oblicz
1 1 3

P(Xy = X1|Xo = 3)=rrvcenn...
limy, oo P(X,, = 2|1 X0 = 3) = eooovn..n..

(2pkt) Zmienne X; i Xo sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 3, wéwczas
$5X1—-2X5 (t) e ietettie ittt iieaeees

. (2pkt) Zmienne o i 7 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)n>0. Wowczas na-

stepujace zmienne musza by¢ momentami zatrzymania (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
2, 740, (c+2)AT, TV (0 —2).

. (2pkt) Nieujemne zmienne losowe X, zbiegaja wedlug rozkltadu do zmiennej X. Wynika stad,

ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
P(X >0)=1, lim,EX, =EX, lim,P(X, <5)=P(X <5), lim,Ee 2% = Ee~2X,

. (3pkt) Zmienna losowa X spelnia @x (t) = §(exp(—9t%) + e~*"). Wowczas EX =...................

Var(X) = v JP(X > 0) oo,

. (2pkt) Scharakteryzuj za pomoca funkcji charakterystycznej niezaleznos$é zmiennych X i Y.

. (2pkt) Sformuluj kryterium powracalnosci nieprzywiedlnego tancucha Markowa.

(2pkt) Sformutuj twierdzenie Bochnera.



