Egzamin z rachunku prawdopodobienstwa I*
grupa I, 4 czerwca 2005

Cze$é zadaniowa

Sposrod ponizszych szeSciu zadan nalezy wybrac piec i napisaé ich pelne rozwiaza-
nia. Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-7.

1.

Zmienne X i Y sg niezalezne i maja rozktad Poissona z parametrem 4. Oblicz
E((X +Y)?X) oraz E(X|(X +Y)?).

. Udowodnij, ze jesli X,, L X, Y, L Y, to dla dowolnej funkcji cigglej f: R? — R,

F(Xn, Yo) 5 F(X,Y).

Zatézmy, ze Xg, X1, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, a R jest promieniem
zbieznodci losowego szeregu potegowego Y o~ X, 2", Wykaz, ze istnieje r € [0, o0]
takie, ze P(R=7r) = L.

Zmienne X 1Y sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy z parametrem 2. Znajdz
rozktad zmiennej X + 2Y.

Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych X1, Xo, ... o rozkladzie jednostaj-
nym na przedziale [0, 2]. Czy zmienne {/X; X5 --- X, sa zbiezne prawie na pewno?
Jedli tak, to znajdz ich granice.

Niezalezne zmienne losowe X i Y maja standardowy rozklad normalny N(0,1).

Znajdz gesto$¢ zmiennych % i %

Czesé testowa

. (2pkt) Podaj definicje liminf A,, =

. (3pkt) Zmienne losowa X ma dystrybuante F. Oblicz

P(X =a)=
Pla< X <b) =

. (4pkt) Zmienna X ma rozklad normalny ze srednia 0 i wariancja 5. Znajdz gestosé
zmiennej Y = /|X|, gy (z) =

. (4pkt) Niezalezne zmienne losowe X i Y maja rozklad Poissona z parametrem 1.
Oblicz
P(X>0Y>0) =
P(X+Y =15) =
Var(2X +3Y) =.
(4pkt) W pewnej skarbonce jest 100 monet - 99 normalnych i 1 sfalszowana majaca

po obu stronach orty. Ze skarbonki wylosowano monete i rzucono nig 5 razy za
kazdym razem wyrzucajac orta. Prawdopodobienstwo, ze wylosowana moneta jest
sfalszowana wynosi ..........ccccccoeue



10.

(3pkt) Zmienne X1, Xs, ... sa niezalezne i maja jednakowy rozklad, zas S,, = X7 +
Xo+ ...+ X,,. Ktéry z ponizszych warunkéw implikuje E|X;| < co? (podkresl

prawidlowe odpowiedzi) % — 0 p.n,; 57“ — 0 wedlug prawdopodobienstwa;
: Sn . : Sn
limsup,, ., 2> < o0 p.n,; limsup,,_, % < 00 p.n.

(3pkt) Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, symetryczne i ograniczone. Wynika

stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): EXY = 0; E|X +Y]| > E|X|;
E(XY|G) = E(X|G)E(Y|G) dla dowolnego sigma ciala G; P(X > 1Y) =
P(X >1)pn.

(4pkt) Uzupelnij tekst: 10 jednakowych cukierkéw mozna podzieli¢ miedzy 4 chlop-
COW NA cevvvveneeeeerannnns sposobéw. Prawdopodobienstwo, ze przy losowym podziale
pierwszy z chtopcéw nie dostanie zadnego cukierka wynosi .......cccceeeeeevennnnn. Przy
losowym podziale pierwszy z chtopcéw dostanie srednio ................... cuk.

(4pkt) Niech X = P(A|G) oraz B € G. Wowczas EX =............. ,EX1p = e

oraz P(ANB|G) = ccovenee.

(4pkt) Sformutuj obie czesci Lematu Borella-Cantelliego.



Egzamin z rachunku prawdopodobienstwa I*
grupa II, 4 czerwca 2005

Czes¢ zadaniowa

Spoérdd ponizszych szeéciu zadan nalezy wybraé pieé i napisac ich pelne rozwiaza-
nia. Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-7.

1.

Niezalezne zmienne losowe X i Y maja standardowy rozklad normalny N(0,1).
Znajdz gesto$¢ zmiennych % i

Zmienne X iY sa niezalezne i maja rozktad wykladniczy z parametrem 4. Znajdz
rozktad zmiennej 2X 4+ Y.

Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych X1, Xo,. .. o rozkladzie jednostaj-
nym na przedziale [0,5]. Czy zmienne /X7 X5 -+ X, sa zbiezne prawie na pewno?
Jedli tak, to znajdz ich granice.

Zatézmy, ze Xg, X1, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, a R jest promieniem
zbieznosci losowego szeregu potegowego Y X,,2". Wykaz, ze istnieje r € [0, 00]
takie, ze P(R=7r) = L.

Zmienne X i Y sa niezalezne i maja rozktad Poissona z parametrem 3. Oblicz
E((X 4+ Y)?X) oraz E(X|(X +Y)?).

Udowodnij, ze jesli X,, = X, Y, = Y, to dla dowolnej funkeji ciaglej f: R2 — R,
F(Xn, Vo) 2 F(X,Y).

Czes¢ testowa

(4pkt) Uzupelnij tekst: 9 jednakowych cukierkéw mozna podzieli¢ miedzy 4 chlop-
COW DA cevvvveveeeeeeaaiens sposobow. Prawdopodobienstwo, ze przy losowym podziale
pierwszy z chlopcéw nie dostanie zadnego cukierka wynosi .........ccccoveeenenee Przy
losowym podziale pierwszy z chlopcow dostanie érednio ................... cuk.

. (4pkt) Niezalezne zmienne losowe X i Y maja rozklad Poissona z parametrem 2.

Oblicz

Var(X +4Y) =
P(X >0,V >0) =
P(X+Y =38)=

(3pkt) Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne, symetryczne i ograniczone. Wynika
stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): P(X > 1Y) =P(X > 1) p.n;

EXY =0; E(XY|G) = E(X|G)E(Y|G) dla dowolnego sigma ciata G;

EX +Y]| > E|X]|.

. (4pkt) Zmienna X ma rozklad normalny ze $rednia 0 i wariancja 3. Znajdz gestosé

zmiennej Y = /| X]|, gy (z) =



10.

(3pkt) Zmienne X1, Xs, ... sa niezalezne i maja jednakowy rozklad, zas S,, = X7 +
X2+ ...+ X,,. Ktéry z ponizszych warunkéw implikuje E|X;| < oco? (podkresl

prawidlowe odpowiedzi) lim sup,,_, ., |Sn—‘ < 00 p.1.; limsup,, 57” < 00 p.n.
% — 0 p.n.; % — 0 wedlug prawdopodobienstwa.

(2pkt) Podaj definicje limsup A,, =

(4pkt) W pewnej skarbonce jest 50 monet - 49 normalnych i 1 sfalszowana majaca
po obu stronach orty. Ze skarbonki wylosowano monete i rzucono nia 6 razy za
kazdym razem wyrzucajac orta. Prawdopodobiefistwo, ze wylosowana moneta jest
sfalszowana wynosi .......................

(4pkt) Niech X = P(A|G) oraz B € G. Wéwcezas EX =.......... , EX1p = ...
oraz P(ANB|G) = .ccovenn

(3pkt) Zmienne losowa X ma dystrybuante F. Oblicz
P(X =aqa)=
Pla< X <b) =

(4pkt) Sformutuj obie czesci Lematu Borella-Cantelliego.



