Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa I*, grupa I, 26 czerwca 2023

Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykladzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1.

Rzucano kostka do momentu wypadnigcia pierwszej szdéstki oraz moneta do wypadnigcia
pierwszego orta. Kostka i moneta sa symetryczne, rzuty sa wykonywane w sposob nieza-
lezny. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

i) na kostce wyrzucono przynajmniej jedna piatke,

ii) wykonano wiecej rzutéw kostka niz moneta,

iii) moneta rzucono wiecej niz dwa razy, jesli wiemy, ze rzutéw kostka bylo wiecej niz rzutéw
monety.

. Liczba klientéw dokonujacych w poniedziatek zakupéw w pewnym sklepie internetowym ma

rozklad Poissona ze érednia 20. Kwota zakupéw pojedynczego klienta jest zmienng losowa o
Sredniej 80 i odchyleniu standardowym 100. Zaktadamy, ze zakupy sa wykonywane niezaleznie,
a kwota kazdego z nich nie zalezy od liczby kupujacych. Oblicz warto$¢ oczekiwana i wariancje
tacznej kwoty poniedziatkowych zakupéw w rozwazanym sklepie.

. Niezalezne zmienne losowe X1, Xo, X3 maja rozklad jednostajny na odcinku [0, 2]. Czy zmien-

ne Y7 = max(Xy, X2), Y2 = max(X1, Xo) + X3 maja gestosci? Jedli tak, to ile one wynosza?

. Zmienne X i Y sa niezalezne i maja rozklad wyktadniczy o $redniej 6. Wykaz, ze zmienne

W=X+YiZ=X/(X+Y) sa niezalezne. Jaki rozklad maja te zmienne?

. Zmienne X1, X5, X3,... sa niezalezne i majg rozklad gaussowski o éredniej 0 i wariancji 1.

Zbadaj zbieznosé ciagu M,, = X1 X5 --- X,, prawie na pewno, wedlug prawdopodobienistwa,
w L'iw L2

. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie |z| + |y| < 7. Oblicz P(Y < t|X)

dlat € Roraz E(X*|Y)dlak=1,2,....

Czesé testowa (20pkt)

. (2pkt) Podaj definicje warunkowej wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej X wzgledem sigma-

ciata G.



. (3pkt) Niezalezne zmienne losowe X, Y maja rozklad Poissona z parametrem 4. Oblicz
HDP(X+Y =7)=

i) P(XY >0) =

iii) Var(3X - Y) =

. (2pkt) Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,...,20}. Woéwczas
i) P(7 nie ma elementu stalego) =
i) P(m(1) < 7(2)|7(2) < w(3)) =

. (3pkt) Zmienne losowe XY, Z sa niezalezne i maja rozklad normalny o sredniej —1 i wariancji
2. Wéwezas

i) zmienna X +Y — 27 ma gestosé g(x) =

i) E(X +Y —22)3 =

iiE(X +Y —22)* =

. (3pkt) Nieujemna zmienna losowa X ma dystrybuante F. Wéwczas

HDP(X =1)=
i) P(X >5|X >2) =
iii) EX =

. (3pkt) Zmienne X1, X5, X3 sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [1,5]. Oblicz
) E(X1Xs + XoX3|X1) =
) B X1 4 Xa o Xa)

. (2pkt) Z urny zawierajacej 2 kule biale i 3 czarne losujemy ze zwracaniem po jednej kuli.
Niech S,, oznacza liczbe wylosowanych kul biatych. Dla liczby rzeczywistej ¢ oblicz granice

n—oo

2
lim P(S, > Zn+ tvn) =

. (2pkt) Sformutyj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I*, grupa II, 26 czerwca 2023

Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykladzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1.

Rzucano kostka do momentu wypadniecia pierwszej szostki oraz moneta do wypadniecia
pierwszego orta. Kostka i moneta sa symetryczne, rzuty sa wykonywane w sposob nieza-
lezny. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

i) wykonano wigcej rzutéw moneta niz kostka,

ii) kostka rzucono wiecej niz dwa razy, jesli wiemy, ze rzutéw moneta bylo wiecej niz rzutéw
kostka,

iii) na kostce wyrzucono przynajmniej raz nieparzysta liczbe oczek.

. Liczba klientéw dokonujacych w poniedziatek zakupéw w pewnym sklepie internetowym ma

rozklad Poissona ze érednia 15. Kwota zakupéw pojedynczego klienta jest zmienna losowa o
sredniej 100 i odchyleniu standardowym 200. Zaktadamy, ze zakupy sa wykonywane nieza-
leznie, a kwota kazdego z nich nie zalezy od liczby kupujacych. Oblicz warto$¢ oczekiwang i
wariancje tacznej kwoty poniedziatkowych zakupéw w rozwazanym sklepie.

. Niezalezne zmienne losowe X7, Xo, X3 maja rozklad jednostajny na odcinku [0, 5]. Czy zmien-

ne Y7 = max(X7, X2), Y2 = max(X1, Xo) + X5 maja gestosci? Jesli tak, to ile one wynosza?

Zmienne X i Y sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy o $redniej 5. Wykaz, ze zmienne
W=X+YiZ=X/(X+Y) sa niezalezne. Jaki rozklad maja te zmienne?

. Zmienne X1, X5, X3,... sa niezalezne i maja rozklad gaussowski o éredniej 0 i wariancji 1.

Zbadaj zbiezno$¢ ciagu M, = X1 X5 --- X,, wedlug prawdopodobienstwa, prawie na pewno,
wL'iw L2

. Wektor losowy (X,Y’) ma rozktad jednostajny na kwadracie || + |y| < 10. Oblicz E(X*|Y)

dlak=1,2,... oraz P(X < t[Y) dla t € R.

Cze$é testowa (20pkt)

. (2pkt) Sformutyj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.



. (3pkt) Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne i maja rozklad normalny o sredniej 1 i wariancji
3. Wowczas

i) zmienna X + 2Y — 3Z ma gestos$é g(z) =

i) E(X +2Y —32)% =

ii)E(X +2Y —32)* =

. (2pkt) Z urny zawierajacej 3 kule biale i 5 czarnych losujemy ze zwracaniem po jednej kuli.
Niech S,, oznacza liczbe wylosowanych kul czarnych. Dla liczby rzeczywistej ¢ oblicz granice

lim P(S, > 2n+ 0v/) =

. (3pkt) Nieujemna zmienna losowa X ma dystrybuante F. Wéwczas
i) EX =

i) P(X =2) =

i) P(X > 4|X >3) =

. (3pkt) Niezalezne zmienne losowe X, Y maja rozklad Poissona z parametrem 3. Oblicz
i) Var(X —5Y) =

i) (X +Y =6) =

iii) (XY > 0) =

. (2pkt) Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,...,15}. Wowczas
1) P(r(1) <m(3)[w(2) <7(3)) =
ii) P(7 nie ma elementu statego) =

. (3pkt) Zmienne X1, X, X3 sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [1,5]. Oblicz
) E(X1 Xy — XoX35|X3) =

i) E(X1| X1 + X2+ X3) =

iii) P(Xl < Xg‘Xg) =

. (2pkt) Podaj definicje warunkowej wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X wzgledem sigma-
ciala G.



