Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa I*, grupa I, 15 czerwca 2019

Cze$¢ zadaniowa (35pkt)

Sposréd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wyktadzie i ¢wiczeniach. Odpowiedzi prosze podawac w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1.

Zmienne losowe N oraz X, Xs,... sa niezalezne, przy czym N ma rozklad Poissona z para-
metrem 2, a X; rozklad gaussowski o éredniej —5 i wariancji 1. Niech S = Zf\; X, (S=0
dla N =0). ZnajdZ warto$¢ oczekiwana i wariancje S.

. W woreczku znajduje sie 8 prawidtowych kostek i 1 kostka sfalszowana, ktora ma széstki

na dwéch bokach. Powtarzamy nastepujace do$wiadczenie: wyciagamy kostke, rzucamy nig i
zwracamy do woreczka. Gra si¢ konczy, gdy wyrzucimy trzecia szostke.

i) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze gra sie skoficzy w 9 rzucie.

ii) Gra si¢ skoniczyla w 9 rzucie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze ktory$ z rzutéw byt
wykonany sfalszowana kostka?

. Zmienne X 1Y sa niezalezne, przy czym X ma rozklad jednostajny na przedziale [1/3,4/3],

a Y geometryczny z parametrem p = 2/3.
i) Znajdz dystrybuante zmiennej X + Y.
ii) Czy zmienna v X + Y ma gestosé, a jesli tak, to ile ona wynosi?

Niech X, X1, Xao,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. Udo-
wodnij, ze ciag zmiennych losowych Y,, = max(|X1|,|Xa|,...,|Xn|) jest zbiezny prawie na
pewno do || X ||s-

. Zmienne X7, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0,6]. Wyznacz wszystkie

liczby rzeczywiste aq i ap dla ktérych zbiezne z prawdopodobienstwem 1 sa szeregi losowe

iniql(Xn —3), iniD‘zXn.
n=1 n=1

Zmienne X 1Y sg niezalezne o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta F. Wykaz, ze

E[X - Y| =2 /OO F(t)(1 — F(¢))dt.

Czesé testowa (25pkt)

. (2pkt) sformutuj prawo 0-1 Kolmogorowa



. (4pkt) Wektor (X,Y, Z) ma gestos$¢ jednostajna na zbiorze |x| + |y| + |z] < 5. Oblicz
HPX>Y)=

ii) Cov(X,Y) =

iii) gesto$¢ zmiennej X, gx =

. (3pkt) Zmienne X7, X5, ... sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 5. W zalez-
noéci od a € R oblicz

Xt Xot o4 X,
n=oo (X2 + X2 +... 4+ X2)

W jakim sensie zachodzi powyzsza zbiezno$¢?

. (3pkt) Sformuluj obie czesci lematu Borela-Cantelliego

. (4pkt) Zmienne XY, Z sa niezalezne o rozktadzie normalnym o $redniej 2 i wariancji 3. Oblicz
i) E((X +3Y)?%|Y) =

i) E(X+3Y|Y+2) =

HP(X <Y|Z2) =

. (3pkt) Prawdopodobiefistwo tego, ze w 900 losowaniach totolotka (6 cyfr z 49) liczba 1 zostanie
wylosowana wiecej niz 110 razy mozna przyblizy¢ przez ®(z) z € =....coceeenee.

. (4pkt) Podaj liczbe funkcji ze zbioru {1,2,...,8} w {1,2,...,15}, ktére sa
i) niemalejace

ii) réznowartosciowe

iii) przyjmuja obie wartosci 1 1 2.

. (2pkt) Podaj definicje A-ukladu podzbioréw €.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I*, grupa II, 15 czerwca 2019
Cze$é zadaniowa (35pkt)

Sposérod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wyktadzie i éwiczeniach. Odpowiedzi prosze podawaé w jak najprostszej postaci, nie zawierajacej
nieskonczonej liczby operacji arytmetycznych.

1. W woreczku znajduje si¢ 9 prawidlowych kostek i 1 kostka sfalszowana, ktéra ma széstki
na dwoéch bokach. Powtarzamy nastepujace do$wiadczenie: wyciagamy kostke, rzucamy nig i
zwracamy do woreczka. Gra sie konczy, gdy wyrzucimy trzecia szdstke.

i) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze gra sie skoficzy w 10 rzucie.
ii) Gra sie skoniczyta w 10 rzucie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze ktorys z rzutéw byl
wykonany sfalszowang kostka?

2. Zmienne X 1Y sa niezalezne, przy czym X ma rozklad jednostajny na przedziale [1/2,3/2],
a'Y geometryczny z parametrem p = 4/5.
1) Znajdz dystrybuante zmiennej X + Y.
ii) Czy zmienna v X + Y ma gestosé, a jesli tak, to ile ona wynosi?

3. Zmienne X iY s3 niezalezne o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta F. Wykaz, ze

E|X — Y] =2 /oo F()(1 — F(t))dt.

4. Zmienne losowe N oraz Xi, Xo,... sa niezalezne, przy czym N ma rozktad Poissona z para-
metrem 5, a X; rozktad gaussowski o $redniej 1 i wariancji 2. Niech § = ZZV:I X; (S=0dla
N =0). Znajdz warto$¢ oczekiwana i wariancje S.

5. Niech X, X1, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. Udo-
wodnij, ze ciag zmiennych losowych Y,, = max(|X1|,|Xa|,...,|Xn|) jest zbiezny prawie na
pewno do || X ||s-

6. Zmienne X, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0,4]. Wyznacz wszystkie
liczby rzeczywiste a; i as dla ktérych zbiezne z prawdopodobienstwem 1 sg szeregi losowe

i n=MX,, i n= (X, — 2).
n=1 n=1

Cze$é testowa (25pkt)

1. (2pkt) Podaj definicje A-ukladu podzbioréw €.



. (2pkt) sformuluj prawo 0-1 Kolmogorowa

. (4pkt) Podaj liczbe funkcji ze zbioru {1,2,...,7} w {1,2,...,10}, ktére sa
i) réznowartosciowe
ii) niemalejace

iii) przyjmuja obie wartosci 1 1 2.

. (4pkt) Zmienne XY, Z sa niezalezne o rozkltadzie normalnym o éredniej 1 i wariancji 5. Oblicz
HPX >Y|Z) =

i) E((X +5Y)?|Y) =

i) E(X +5Y|Y +2) =

. (3pkt) Prawdopodobiefistwo tego, ze w 400 losowaniach totolotka (6 cyfr z 49) liczba 1 zostanie
wylosowana wiecej niz 50 razy mozna przyblizy¢ przez ®(x) z & =..ccooveennnen.

. (3pkt) Zmienne X7, X5, ... sa niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrem 2. W zalez-
noéci od o € R oblicz

. X+ XE+. .+ X2
lim =
n—oo (X1 + Xo+ ...+ X,)®

W jakim sensie zachodzi powyzsza zbiezno$¢?

. (4pkt) Wektor (X,Y, Z) ma gestos¢ jednostajna na zbiorze |z| + |y| + |z] < 2. Oblicz
i) gestos$¢ zmiennej X, gx =

i) P(X >Y) =

iii) Cov(X,Y) =

. (3pkt) Sformuluj obie czesci lematu Borela-Cantelliego



