Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I*
grupa I, 21 czerwca 2012

Cze$¢ zadaniowa

Spoérdéd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazanie na osobnej
kartce podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy i zadania.. Kazde
zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

1.

Kazda z krawedzi grafu pelnego o 40 wierzchotkach pomalowano z réwnym prawdopodo-
bienstwem jednym z trzech koloréw. Zakladajac, ze krawedzie zostaly pomalowane w sposéb
niezalezny, oblicz warto$¢ oczekiwana i wariancje liczby zawartych w pomalowanym grafie
tréjkatow o trzech bokach réznego koloru.

. Zmienne losowe X1, X5, ... sa niezalezne i maja rozklad wyktadniczy z parametrem 1. Zbadaj

zbieznos¢ prawie na pewno nastepujacych zmiennych losowych:
i) X1+ Xo+.. 4+ X,
XI+X5+..+X27

i) min{ X1, Xa,..., Xn},
iii) Xx2/".

. Zmienne X,Y, Z sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [1, 5]. Oblicz E((X +

Y)2|2), B((X + Y)2|X), P(X < Y|X) oraz E(X + Z|(X +Y)?2).

. Zmienne £, X i Y sa niezalezne, przy czym P(e = +1) = 1/2, za§ X 1 Y maja rozklad

jednostajny na [0, 3]. Znajdz rozklad zmiennych v/ X, ev/X oraz VX + VY.

. Zmienne X,Y sa niezalezne i maja standardowy rozktad gaussowski N(0,1). Wykaz, ze

zmienne X2 + Y? oraz |X|/|Y| sa niezalezne.

. W urnie znajduje si¢ 6 kul biatych i 5 czerwonych. Losujemy z urny kolejno po jednej kuli, a

nastepnie po i-tym losowaniu zwracamy do urny wylosowana kule oraz ¢ kul w tym samym
kolorze.

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze n-ta wylosowana kula bedzie biala.

b) Za czwartym razem wylosowaliémy kule biala, jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze
pierwsza wylosowana kula byla czerwona?

Czesé testowa

. (5pkt) (N¢)i>0 jest procesem Poissona z intensywnoscia A. Oblicz

P2 < Ny < Ny = Ny) =
i) Var(2N, + 3N3) =
iii) EeN1+Ns—N2 —

. (3pkt) Podaj definicje A-ukladu i sformuluj twierdzenie o 7 i A-ukladach.



In®(1+]z|)

Tz 8dzie Cy jest pewna

. (4pkt) Zmienne X; sg niezalezne oraz maja gestosé gq(x) = Cy,
stala. Wowczas

a) JdtXot 4 Xn ) wedlug prawdopodobiefistwa wtedy i tylko wtedy, gdy a €..........

n
b) W — 0 p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy « €..........

. (4pkt) Zmienne X,Y,Z sa niezalezne i maja rozklad normalny o $redniej 1 i wariancji 2.
Wéwezas
a) Zmienna 2X — Y + 3Z ma gestoscé .....

b) E(2X +Y —32)3 = ........ EQX +Y —32)' = ...

. (2pkt) Podaj definicje warunkowej wartosci oczekiwanej E(X|G).

. (3pkt) Na mocy twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a przyblizone prawdopodobienstwo tego,
ze w 200 rzutach kostka wypadnie co najmniej 30 széstek wynosi ®(z) gdzie x = ....

. (3pkt) Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,...,20}. Oblicz
a) P(7 nie ma punktu stalego) =
b) P(n(1) < n(7) < w(9)) =.

. (3pkt) Nieujemna zmienna losowa X ma dystrybuante F. Wéwczas

a)P(X=1)=
b)P(1<X <2)=
c) EX =

. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I*
grupa II, 21 czerwca 2012

Sposréd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisaé¢ ich pelne rozwiazanie na osobnej
kartce podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy i zadania.. Kazde
zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt.

Cze$é zadaniowa

1. Zmienne ¢, X i Y sa niezalezne, przy czym P(e = +1) = 1/2, za§ X 1 Y maja rozklad
jednostajny na [0,5]. Znajdz rozklad zmiennych v/X, ev/X oraz VX 4+ VY.

2. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy z parametrem 1. Zbadaj

zbieznos¢ prawie na pewno nastepujacych zmiennych losowych:
i) Xi+X3+. . +X2

o Xa+Xo .+ X

i) min{ X1, Xo,..., Xu},

iii) X/

3. W urnie znajduje sie 7 kul bialych i 8 czerwonych. Losujemy z urny kolejno po jednej kuli, a
nastepnie po i-tym losowaniu zwracamy do urny wylosowana kule oraz ¢ kul w tym samym
kolorze.

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze n-ta wylosowana kula bedzie biala.
b) Za czwartym razem wylosowaliémy kule biala, jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze
pierwsza wylosowana kula byla czerwona?

4. Zmienne X,Y sa niezalezne i maja standardowy rozklad gaussowski N(0,1). Wykaz, ze
zmienne X2 + Y? oraz |X|/|Y| sa niezalezne.

5. Kazda z krawedzi grafu pelnego o 40 wierzchotkach pomalowano z réwnym prawdopodo-
bienstwem jednym z trzech koloréw. Zakladajac, ze krawedzie zostaly pomalowane w sposéb
niezalezny, oblicz warto$¢ oczekiwana i wariancje liczby zawartych w pomalowanym grafie
tréjkatéw o trzech bokach réznego koloru.

6. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [1, 3]. Oblicz E((X +
Y)?Z), E(X +Y)?Y), P(X <Y|Y) oraz E(X + Z|(X + Y)?).

Czesc¢ testowa

1. (3pkt) Nieujemna zmienna losowa X ma dystrybuante F. Wéwczas
a) P2< X <4) =
b) P(X =2) =
c) EX =

2. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Kolmogorowa o trzech szeregach.



. (5pkt) (N¢)e>o jest procesem Poissona z intensywnoscia A. Oblicz
l) P<1<N2:N3<N4):

ii) Var(Ns + 4N5) =

iii) EeNa+Ns—Ns —

. (3pkt) Na mocy twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a przyblizone prawdopodobiefistwo tego,
ze w 250 rzutach kostka wypadnie co najmniej 40 szdstek wynosi ®(z) gdzie x = ....

. (3pkt) Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,...,20}. Oblicz
b) P(w(1) > 7(3) > n(5)) =
a) P(7 nie ma punktu stalego) =

In®(1+4|x])

[ENFIERE gdzie C, jest pewna

. (4pkt) Zmienne X; sa niezalezne oraz maja gesto$é g, (x) = C,
stala. Wéowczas

b) w — 0 p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy « €..........

a) W — 0 wedlug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy « €..........

. (2pkt) Podaj definicje warunkowe]j wartosci oczekiwanej E(X|G).

. (4pkt) Zmienne X,Y,Z sa niezalezne i maja rozklad normalny o $redniej 2 i wariancji 4.
Wowczas
a) Zmienna X — 2Y 4 3Z ma gestosé .....

b) E(X +2Y —32)3 = ... E(X +2Y —32)4 = ...

. (3pkt) Podaj definicje A-ukladu i sformuluj twierdzenie o 7 i A-ukladach.



