Zadania zaliczeniowe z Procesé6w Stochastycznych

1. Niech (W})i>o bedzie ruchem Browna startujacym z zera, rozpatrzmy
nastepujace trzy procesy
a) e W, t € (—00,00)
b) Wiy =W, t >0
C) th/t, t > 0.
Zmnajdz funkcje wartosci sredniej i kowariancji dla tych proceséw. Ktore
z tych procesOw sg stacjonarne, a ktére maja przyrosty niezalezne?

2. Ustalmy T' > 0 i liczby rzeczywiste a,b. Proces gaussowski (X3).c(01]
nazywamy mostem Browna z a do b jedli EX; = a(l — %) 4 b% oraz
Cov(X;, X,) = min(s,t) — 2 (zakladamy, ze wiadomo, iz taki proces
itnieje)

a) udowodnij, ze istnieje modyfikacja procesu X; majaca ciagle trajektorie
b) co mozna powiedzie¢ o holderowskosci trajektorii ciaglej modyfikacji

tego procesu?

3. Niech W, bedzie ruchem Browna startujacym z zera, a > 0 > b oraz
T =inf{t: Wy > a+bt}, Ty = inf{t : W, = a}. Pokaz, ze dla A > 0

— _ 2
Fe T — p—alb+VP+2X)

i wywnioskuj stad, ze
Ee it = ¢~V

(Wskazdwka: esWe—s?t/2 jest martyngatem dla dowolnego parametru s,
zastosuj twierdzenie Dooba)

4. Niech W; bedzie procesem Wienera startujacym z zera, zas 7 momentem
zatrzymania wzgledem filtracji F;, = .7-"2; takim, ze 7 < oo p.n.. Udowodnij,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych uy, ..., uporaz 0 =ty < t; < ... <
ti zachodzi

Sk k
E(elZl:l Ul(WT+tl*WT+tz_1)|f7_) = e_%Zl:I uf(ti—ti-1) p-n.

Wywnioskuj stad, ze (Wi —W.)>0 jest procesem Wienera niezaleznym
od F,.



