Zadania zaliczeniowe

. Niech (W})i>0 bedzie ruchem Browna startujacym z zera, rozpatrzmy
nastepujace trzy procesy

a) e W, t € (—00,00)

b) Wiy — Wi, t >0

C) th/t, t > 0.

Zmnajdz funkcje wartosci $redniej i kowariancji dla tych procesow. Ktore
z tych procesow sa stacjonarne, a ktore maja przyrosty niezalezne?

. Ustalmy T > 0 i liczby rzeczywiste a,b. Proces gaussowski (X;):c(o7]
nazywamy mostem Browna z a do b jesli EX; = a(l — £) + b oraz
Cov(X;, X,) = min(s,t) — % (zakladamy, ze wiadomo, iz taki proces
itnieje)

a) udowodnij, ze istnieje modyfikacja procesu X; majaca ciagte trajek-
torie

b) co mozna powiedzie¢ o holderowskosci trajektorii ciaglej modyfikacji?

. Zalézmy, ze N, jest procesem Poissona z intensywnoscia A > 0, zas
ciagi a,, b, sa rosnace do nieskonczonosci

a) udowodnij, ze zmienna X = limsup,,_, ]\g‘l" jest stata p.w. tzn.
istnieje ¢ € [0, 00| takie, ze P(X =¢) = 1. '

b) znajdz ciagi a,, b, dla ktérych X =1 p.w.

c) znajdz proces (Y;)i>o taki, ze limsup,,_, % nie jest staly p.w.

. . . P .. EX2
. Zmienne losowe X, sa niezalezne o sredniej zero oraz > 7 | =% < 00.

Wykaz, ze

Xi+...+X,
n
(Wskazéwka: wykaz najpierw, ze dla ¢ > 0

— 0 p.w.

k on 2

EX:
P(su X;| >e2") < L
(sup | XX > o) <32 20

a pdzniej zastosuj lemat Borella-Cantelli)

. Niech W; bedzie ruchem Browna startujacym z zera, a > 0 > b oraz
T =inf{t : Wy > a + bt}, Tisy = inf{t : W, = a}. Pokaz, ze dla A >0

— _ 2
Fe T — p—alb+ViP+2X)



i wywnioskuj stad, ze

Ee—AT{a} — e—CL\/ 2)\

(Wskazéwka: esW+=5"/2 jest martyngatem dla dowolnego parametru s,
zastosuj twierdzenie Dooba)

. Zatézmy, ze T = [0,00), dla 0 < s < ¢, x € R okreSlmy P(s,z,t,-)
jako rozklad normalny o sredniej m,;x i wariancji ag,t. Zmajdz warunki
konieczne i dostateczn na funkcje (ms, 0s¢)s<; by istniata rodzina Mar-
kowa o funkcjach przejécia réwnych P(s,z,t,T").



