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Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej 1

. Zmajdz rozklad zmiennej 5W; — W3 + Wo.
. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aW; — Wy oraz W3 + bW5 sa niezalezne?
. Zmajdz rozklad wektora losowego (Wi, , Wiy, ..., Wi ) dla 0 <t; <to <...<tp.
. Udowodnij, ze lim;_, s % =0 p.n..
. Udowodnij, ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera:
a) Xy = —W, (odbicie),
b) Y = ¢ 2W, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu),
c) Zy = tWy,y dlat > 0 oraz Zy = 0 (inwersja czasu),

oL

) Uy =Wryy —Wp, T >0,
V=W dlat<T,V,=2Wp—W,dlat>T, gdzie T > 0.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sg nieograniczone.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sa jednostajnie

ciggle na R, .

. Niech m, = {t(()n),t(ln)7...,tl(€?}, gdzie a = t(()n) < tgn) << t,iz) = b bedzie ciggiem

podzialéw odcinka [a, b] oraz ||m,|| := max |t§€”) - t;"_)1| oznacza Srednice 7,. Udowodnij, ze
krn
Sy = Z (W) = W) > —=b—a w L*(Q,F,P) przy n — oo,
P k k—1

jesli ||my|| — 0 oraz S, — b—a p.n., jesli >, ||m] < oo.

. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskonczone wahanie na

kazdym przedziale.

Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sa funkcjami nieréz-
niczkowalnymi w zadnym punkcie przedziatu [0, c0).

Wskazowki:

a) Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w jakim$ punkcie przedzialu [0,1], to istnieje liczba
M < oo taka, ze dla odpowiednio duzych n istnieje 0 < j < n — 3 taka, ze |f((j +1)/n) —
G/ < M/n, |f((5+2)/n) = f((G+1)/n)| < M/n oraz |f((j+3)/n)— f((j+2)/n)| < M/n.
b) Wykaz, ze P(IW ;1) =W ml < M0y [Wiji2)m=W(is1)ml < M/, [Wiips)m=Wiit2)m| <
M/n) < CMn=>/? i wywioskuj stqd nieréiniczkowalnosé trajektorii na przedziale [0,1].
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1. Udowodnij, ze jedli zbiér A € B(RT), to istnieje zbiér przeliczalny Ty C T taki, ze jesli
z,y € R oraz 2(t) =y(t) dlat € Tptoz € A=y € A.

2. Niech T = [a,b] oraz a < to < b. Wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do B(RT):
i) Ar = {z € R": sup;e(q ) 2] < 1}
ii) Ay = {z € RT: t — x; ciagle na [a,b] };
111) Ag = {J? S RTI limt_% Ty = O}
iv) Ay = {z € RT: t — =z, ciagle w to}.
Wykaz mierzalnosé tych zbioréw przy zalozeniu ciaglosci (prawostronnej ciaglosci) trajektorii,
tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecigciu z C(T) (RC(T) odp.) naleza do B(RT)NC(T)
(B(RT)N RC(T) odp.).

3. Niech T = [a,b]. Udowodnij, ze F = {ANC(T): A € B(RT)} jest o-cialem zbioréw borelow-

skich (w metryce supremum) na C(T).

4. Wykaz, ze istnieje proces (X;);>0 0 przyrostach niezaleznych, startujacy z 0 taki, ze X, — X
ma rozkltad Cauchy’ego z parametrem ¢ — s (proces taki nazywamy procesem Cauchy’ego,
badZ procesem 1-stabilnym).
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. Proces X jest modyfikacja procesu Wienera. Ktére z nastepujacych wlasnoéci sa spelnione
dla procesu X:

a) niezalezno$é przyrostéw,

b) stacjonarnosé przyrostéw,
c) ciaglosé trajektorii,

d) lim;— 0 % =0 p.n.
e) X

lim; o 5+ = 0 wedlug prawdopodobienstwa?

. Rozpatrzmy nastepujace 3 wlasnosci proceséw:

a) ciagloéé trajektorii;

b) stochastyczna ciaglosé (tzn. X, LN X gdy t — s);

c) ciaglto$é wg p-tego momentu (tzn. E|X; — X;|P — 0 gdy t — s).
Jakie implikacje zachodza miedzy powyzszymi wlasno$ciami?

. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera nie sa lokalnie 1/2-holderowskie.

. Scentrowany proces gaussowski nazywamy utamkowym ruchem Browna, jedli E|X; — X,|? =
[t — s|>H (mozna wykazaé, ze taki proces istnieje dla 0 < H < 1). Udowodnij, ze utamkowy
ruch Browna ma ciggla modyfikacje. Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jej trajektorii?

. Zatézmy, ze T jest przedzialem i okreslmy:

Fiy = ﬂ]—; Fi_ = U(U}"S).

s>t s<t

a) Wykaz, ze filtracja F;4 jest prawostronnie ciagla, tzn. Fipy = Fip.

b) Udowodnij, ze jedli F; = F;X jest filtracja generowana przez proces X o lewostronnie
ciagltych trajektoriach, to Fi_ = F;.

¢) Niech T = [0,00), A € F oraz X; = (t — 1)t 4. Znajdz F/X.

d) Dla X jak w punkcie c¢) okre§lmy 7 := inf{t: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie jest momentem
zatrzymania wzgledem F;X ale jest momentem zatrzymania wzgledem ft)i.

. Zalézmy, ze T jest przedzialem. Wykaz, ze:
a) jesli 7 jest momentem zatrzymania, to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢
b) jesli {r < t} € F; dla wszystkich ¢, to 7 jest momentem zatrzymania wzgledem F .

. Niech T = [0,0), a T bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych 7+ 1,72, (1 — 1)
musza by¢ momentami zatrzymania?

. Niech T' = [0,00), a (X};)ter procesem (F)-adaptowalnym, o ciaglych trajektoriach. Wykaz,
ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem Fi .
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. Wykaz, ze jesli proces X; ma niezalezne przyrosty i prawostronnie ciagte trajektorie, to dla
s < t zmienna X; — X, jest niezalezna od F2.Y..

. Wykaz, ze jesli 7 1 o sa momentami zatrzymania. Wykaz, ze zdarzenia {r < o},{r = o} i
{7 < 0} naleza do F., Fo 1 Frpo-

. Wykaz, ze jedli 7 jest momentem zatrzymania, to proces X; := Ijp )(t) jest progresywnie
mierzalny.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F; e, a (X¢) bedzie procesem Fi-adaptowalnym.
Udowodnij, ze esli 7 przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci, to X jest F, mierzalny na zbiorze
7T < 00.

. Wykaz, ze jesli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F, mierzalny, to 7 jest
momentem zatrzymania.

. Zalézmy, ze N; jest procesem Poissona z intensywno$cia A, tzn. procesem o prawostron-
nie ciaglych trajektoriach takim, ze Ny = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz Ny — Ny ~
Poiss(A(t — s)) dla t > s. Wykaz, ze (N; — At)i>o oraz ((N; — At)? — At);>o sa martyngatami
wzgledem (FN);>o.

. Wykaz, ze (exp(AW; — )‘7275), F )0 jest martyngatem dla dowolnego A € R.

. Niech W; bedzie n-wymiarowym procesem Wienera, a f funkcja harmoniczng na R™ taka, ze
E|f(W;)| < oo dla wszystkich t. Wykaz, ze (f(W;), F}V)i>0 jest martyngatem.
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1. (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Wykaz, ze

. W, o
a) limsup,_, T = 1 pn

b) liminf;_ \/% =—1pn.

Wskazdwki:

i) Niech C' > 1 oraz u > C"/?. Wykaz, ze

Z]P’( sup W > uv2C™ lnlnC’”) < 00

CcntLOntl

W,

i wywnioskuj stad, ze limsup,_, NenTyT < u p.n.

i) Wykaz, ze limsup,_, \/ﬁ < 1 p.n. oraz liminf; \/ﬁ > —1 p.n.
iii) Udowodnij, ze dla g ~ A (0,1) i ¢ > 0,

1
V27t

1 1 1\ _.2

42
(& t/2'

iv) Wykaz, zedlaC > 1iu<1

> P(Wen = Wenr > uy/1—1/CV2C7 InIn C) = oo

i wywnioskuj stad i z ii), ze limsup,_, ., \/% > u(l - 1/0)1/2 —C 12 pn.

2. Udowodnij, ze

a) limsup; ¢, \/#W =1pn.
b) liminf; o4 \/#W =—1p.n.
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. Ktére z podanych nizej warunkéw implikuja jednostajng calkowalnosé ciagu X,:
a) sup,, E| X,,| < oo,

b) sup,, E|X,|? < oo,

c) Esup,, | Xy| < oo,

d) calkowalno$é¢ oraz zbieznosé¢ X,, w L1,
e) calkowalno$é oraz zbieznoéé X, p.n.?

. Wykaz, ze martyngal M; = exp(AW; — A\%t/2) jest zbiezny p.n. i znajdz jego granice. Czy jest
on zbiezny w Lq?

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem FV.
a) Wykaz, ze (Woan, Fran)o2, jest martyngaltem.
b) Udowodnij, ze jesli Er < oo, to Esup,, W2,, < cc.

c) Wykaz, ze jedli ET < oo, to EW?2 = E7 i EW, = 0.
. Niech W, bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
T = 1nf{t > 0: Wy = a}, 7, :=inf{t > 0: |Wy| = a}.

Rozpatrujac martyngalty W; i W2 — t wykaz, ze
a) T, < 0o p.n. dla wszystkich a € R,

b) P(r, < 7)) = GL_H) dla a,b > 0,

c) Ef, =a? dlaa >0,

d) Er, A7_p = ab dla a,b > 0,

e) Er, = oo dla wszystkich a # 0.

. Rozpatrujac martyngaly M} := exp(AW, — X\2t/2) oraz N} := (M} 4+ M; ) /2 wykaz, ze przy
oznaczeniach poprzedniego zadania, dla wszystkich a, A > 0,
a) Be™>a = g—aV2X

b) Ee~*7a = (cosh(av/2)))~ .
. Zalézmy, ze h jest niemalejaca funkcja ciagla na przedziale [a, b]. Udowodnij, ze
a) Jedli g ma wahanie skoficzone, to g o h tez ma wahanie skonczone
b) Jedli f:((f)) fdg istnieje, to
h(b)

b
/ F(R()dg(h(t)) = / £(s)dg(s).
a h(a)

. Zalézmy, ze f,g,h: [a,b] — R, przy czym f i g sa ciagle, a h ma wahanie skoficzone. Udo-
wodnij, ze
a) H(z) = [ g(t)dh(t) ma wahanie skoficzone na [a, b].
b b
b) [, faH = [; fgdh.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkeji ciaglej f o wahaniu skoniczonym na [a, b] zachodzi ff f(s)df(s) =
3(f2(0) = f3(a)).
2
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. Oblicz nastepujace granice w Lo(2) przy n — oo:
a) ZZ;él Wik jn Weks1)/n — Wik /n)
b) > rZ0 Witk+1)/n Witks1)/n — Wik/n)-

. Oblicz Cov(fd9 ha (t)dWr, f; ho(t)dWy) dla hy, ha € La([0, s]).

. Niech C,, := (E|W1|P)"/?. Wykaz, ze dla 0 < p < oo, przeksztalcenie h — C, ! fOT h(t)dW,
jest izometrycznym wlozeniem Lo ([0,T]) w L,(92).

. Wykaz, ze dla 0 < u <t i h € L([0,t]) zachodzi
u t
/ h(s)dW, = / W o.0(5)dW, pon.
0 0
. Wykaz, ze dla h € C1|0,t] zachodzi

/t h(s)dWs = h(t)W; — /t h'(s)Wsds p.n.
0 0

. Wykaz, ze proces

t
Y, - (L—t) [y 7=dW, 0<t<1
0 t=1

ma takie same rozklady skoficzenie wymiarowe co proces Z; = Wy — tW; (most Browna).
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1. Wykaz, ze jedli X € £2.,0 < s < t < T oraz ¢ jest ograniczona zmienna losowa Fs mierzal-
na, to X1,y € L3 ovaz [1 X, dW, = € [1 X,dW,. (Uwaga: [} X,dW, definiujemy jako
ft ]l(s,t] (U)Xuqu)

0
2. Wykaz, ze jedli 0 < t; < ... < t,, < T oraz & sa zmiennymi losowymi w L%(Q), F,
mierzalnymi, to proces X := 22:11 &k Lty t,,q) nalezy do L2, oraz
m—1
/ XAW = 3 €Wy n — Wegne):
k=1

3. Zalézmy, ze X jest procesem prognozowalnym, ciagltym w L? (tzn. t — X, jest ciagta z [0, T]

w L2(Q)). Wykaz, ze wéwezas X € L% oraz dla dowolnego ciagu podzialéw 0 = t(()") < tﬁ") <

< t,(!z) =T o $rednicy zbiegajacej do zera zachodzi dla t < T,

kp—1 T

Z X, ( —Wym) — / Xdw
+1 k 0

w L?(Q) przy n — oo.

4. Oblicz [ W,dWs.
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. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze Er < oco. Wykaz, ze 1o, € L2 oraz
fooo i, (s)dW, = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, = 0 oraz EW? = Er.

. Dla a,b > 0 okreSlmy 7 := inf{¢ : |W;| = a/b+t}. Wykaz, ze 7 < oo p.n. oraz ET < o0
wtedy 1 tylko wtedy gdy a < 1. Ponadto dla a < 1, ET = a®b

1—a?"

. Niech A bedzie pewna klasa proceséw adaptowalnych na [0,T") taka, ze jesli X € Ato X™ € A
dla dowolnego momentu zatrzymania 7. Przez Aj,. oznaczamy wéwczas klase tych proceséw
adaptowalnych na [0,T) dla ktérych istnieje rosnacy ciag momentdéw zatrzymania 7, taki, ze
7, — T oraz X™ € A dla wszystkich n.

a) Wykaz, ze jesli X € Ay to X7 € Aj,. dla dowolnego momentu zatrzymania 7

b) WykaZ, ze (-Aloc)loc = -Aloc

¢) Wykaz, ze jesli A jest liniowa to Ajoe tez jest liniowa.

. Wykaz, ze M — My € Mj, . wtedy i tylko wtedy, gdy M — M, € MEe

loc*

. a) Wykaz, ze kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest martyngalem.
b) Wykaz, ze kazdy nieujemny catkowalny ciagly martyngal lokalny jest nadmartyngatem.

. Niech X bedzie martyngalem lokalnym takim, ze | X;| < Y dla wszystkich ¢ oraz EY < oc.
Wykaz, ze X jest martyngalem.

. Niech X € A2, 0 < s <t < T oraz £ bedzie zmienna losowa F, mierzalna (niekoniecznie
ograniczona). Wykaz, ze X1, € A2, oraz

t t t s
/ §Xuqu :Z/O qu]l(s,t](u)qu=§/o Xu]l(s,t](u)qu =:€/t Xuqu.



Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej 10

. Niech M € ./\/1120§ oraz X € A%(M). Wykaz, ze dla dowolnego momentu zatrzymania 7

zachodzi .
(/XdM) = /XdMT :/X]I[O’T]dM:/X]l[O,T]dMT.

W szczegdlnodei jesli procesy X 1Y pokrywaja sie na przedziale [0,7], to ([ XdM)™ =
(JYadM)".

. Wykaz, ze kazdy ciagly martyngal lokalny M = (M;).<r, ktérego trajektorie maja skonczone
wahanie na kazdym przedziale [0, t] jest stale réwny M.

. Niech M = [ W2dW,. Oblicz EM?. Jak wyglada przestrzen £%.(M)? Czy Wt_lj{Wt;éO} nalezy
do tej przestrzeni?

. Niech &, bedzie ciagiem zmiennych losowych, a A, wstepujacym ciggiem zdarzen takim, ze
P(U, Ax) = 1. Zalézmy, ze dla wszystkich k, zmienne &,14, zbiegaja wedlug prawdopodo-
bienstwa przy n — oo do zmienej 1. Wowczas &, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej 7
takiej, ze nlg, =mp pn. dlak=1,2,....

. Zalézmy, ze &, sa calkowalnymi, nieujemnymi zmiennymi losowymi zbieznymi wedtug praw-
dopodobienstwa do zmiennej £ oraz dla wszystkich n, E,, = E£. Wykaz, ze &, zbiega do £ w
L.

10
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1. Oblicz (W', W?), gdzie W, W? sa niezaleznymi procesy Wienera.

2. Udowodnij, ze
a) (M, M) = (M) = (—M),
b) <M=N> = <N,M>,
¢) (M — Mo, N) = (M, N — No) = (M — My, N — No) = (M, N),
d) (N, M) — (M, N) jest przeksztalceniem dwuliniowym,
e) (M7, N7) = (M7, N} = (M, N") = (M, N)",
£) Jesli M € M2, X,Y € AZ(M) oraz Ny = [XdM, Ny = [YdM, to (Ny,Np) =
[ Xyd(M).
g) Jesli My, My € Mi;g, X € A%(Ml)ﬂA%(M2) oraz N; = fXdMZ to <N1,N2> = IX2d<M17M2>.

3. Wykaz, ze
a) [(M,N)| < (M)(N)
b) Wahi, ((M, N)) < $[(M); — (M) + (N); — (N)4].

4. Niech M, N € M¢ . oraz X € A2(M)NA%(N). Uzasadnij, ze X € A%(aM +bN) dla a,b € R
oraz [ Xd(aM +bN)=a [ XdM +b [ XdN.

11
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. Okreslamy

3n_l o p(k+1)/n o
Sula) =Y ‘ / wiaw,| .

k=n k/
a) Wykaz, ze ciag S, (2) jest zbiezny w L i zidentyfikuj jego granice.
b) Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa ciggu S, («) dla « # 27

n

. Wykaz, ze dla dowolnego procesu M € M¢ X € AT (M) oraz momentu zatrzymania 7 < T,

loc

t 2 T
]Esup(/ Xam) <4IE/ X2 d(M),.
0 0

t<T

. Zalbézmy, ze M € M{ ., My = 0 za$ 7 jest momentem zatrzymania takim, ze E(M), < occ.
Wykaz, ze M7 jest martyngalem ciaglym catkowalnym z kwadratem.

. Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci przedstaw [ W2dW, jako wyrazenie nie
zawierajace calek stochastycznych.

. Zaltézmy, ze X jest procesem ciaglym i adaptowalnym, zas Z ciaglym semimartyngatem.
Wykaz, ze jesli t < T, II,, = (t(()n),tgn), . ,t,(cz)) jest ciagiem podzialéw [0,¢t] takim, ze 0 =
té") < tﬁ") <...< t,(:l) =t oraz diam(Il,,) — 0, to

kn—1

t
Z X Zw —Zm)— XsdZs  wedlug prawdopodobienstwa.
k—o tk tk+l tk 0

. Korzystajac ze wzoru It6 oblicz (W2) oraz (W, e"t).

. Niech f bedzie funkcja klasy C? na R2, korzystajac z dwuwymiarowego wzoru Ito oblicz
df (t, W) oraz df (tWy).

. Znajdz proces (At)i>0, ktérego trajektorie maja wahanie ograniczone na przedziatach skon-
czonych taki, ze Ag = 0 oraz proces X; = sin(2W; — 3t) — A; jest martyngalem lokalnym.
Wykaz, ze X; jest martyngalem oraz EX? < 4t.

. Niech Zt = eXp(/\Wt — )\Qt/Q) Wykaz, ze dZt = )‘thWt tzn. Zt =1+ Afot stWs-

12
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. Wykaz, ze ciag
3n

k
Sn = Z EWS/n(Wk/n - W(k—l)/n)
k=1

jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice.
. Niech M bedzie ciaglym martyngatem lokalnym. Wykaz, ze proces Ny = exp(M; — %(M)t)

jest cigglym martyngatem lokalnym oraz nadmartyngatem. Ponadto jesli M jest ograniczony,
to N jest martyngatem.

. Niech W; bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, g: R¢ — R funkcja klasy C?, G zbiorem
otwartym ograniczonym w R? oraz x € G. Okredlmy 7 := inf{t: W; +x ¢ G}. Korzystajac ze
wzoru Itd wykaz, ze jesli g jest harmoniczna w G to g(W; + x) jest martyngalem. Pokaz, ze
wystarczy zakladaé, iz g jest C? w pewnym otoczeniu domkniecia G.

. Wykaz, ze dla 3-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R® a # 0 proces X; = |[W; — a| ™!
jest martyngatem lokalnym, ale nie jest martyngatem. Ponadto X; jest nadmartyngatem oraz
zbiega do 0 w L' i prawie na pewno.

. Wykaz, ze 2-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R?,a # 0 proces X; = In|W; — a| jest
martyngalem lokalnym. Wywnioskuj stad, ze z prawdopodobienistwem 1 proces W; omija
punkt a, ale trajektoria procesu jest dowolnie bliska punktu a.

. Zalozmy, ze W = (WD, W W) jest tréjwymiarowym procesem Wienera oraz

t t
Xt 5:/ Sin(Wt(B))th(l) +/ COS(Wt(S))th(2)~
0 0

Wykaz, ze X jest procesem Wienera.

. Niech W = (W1, ..., W%) bedzie d-wymiarowym ruchem Browna, a R; = |W;|. Wykaz, ze

d t w - . . .
a) By =35 [y 5 dW; jest jednowymiarowym procesem Wienera;
- s

b) R, = Ot ‘;;R:ds + By (R; jest nazywane procesem Bessela.)

13
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. 1) Wykaz, ze dla z,0,b € R istnieje dokladnie jeden proces X = (Xy):>o taki, ze

t t
Xi==x —i—a/ XdWs —|—b/ Xsds.
0 0

Ponadto sup,c, EX? < oo dla u < oo,
ii) Oblicz EX;.
iii) Znajdz stochastyczne réwnania rézniczkowe spetnione przez procesy X2 +t i eX.

1

26*2X dt eksploduje w skonczonym czasie.

. Wykaz, ze rozwiazanie réwnania dX = e~ XdW —
(Wsk. Rozpatrz proces Y = ).
. Wykaz, ze dla a > 0 proces X; = «Eebt—i—\/ﬁf(f ePt=9)dW, jest jedynym rozwiazaniem réwnania
dX; = bXydt + \/adW; z warunkiem poczatkowym Xo = £. Jedli b < 0 oraz £ ma rozklad
N(0, 5) to X; jest procesem stacjonarnym (proces Ornsteina-Uhlenbecka).

. Zalézmy, ze o(t) jest ograniczong funkcja ciagta. Wykaz, ze proces

X; = zexp (/Ot o(s)dW, — ;/Ot 0(3)2d3>

jest jedynym rozwigzaniem stochastycznego rownania rézniczkowego

dXt = O'(t)Xtth, XO =Xx.

. Niech 0 = (0y;)1<i<m,1<j<d bedzie macierza proceséw z A?. Okreslamy woéwczas [ odW
jako m wymiarowy proces (Z?Zl o dWy, ..., Z?zl om;jdW;). Niech Z = (Z1,...,2Z,) =
[odW + [bdt, gdzie b = (b1(t),...,bm(t)) proces m wymiarowy ciagly, adaptowalny. Dla
f: R4 — R klasy C? oblicz korzystajac z wzoru It df (Z).

. Zalézmy, ze A(t) jest ciagla funkcja na [0,00) o wartosciach w macierzach m x m, o(t) jest
ciagla funkcja na [0,00) o wartodciach w macierzach m x d za$ a(t) jest ciagla funkcja na
[0,00) o warto$ciach w R™. Niech S(t) bedzie jedynym rozwiazaniem réwnania

ds(t) . B
S = ABSW®: S(0) = 1.

Ponadto niech W bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, a £ zmienna losowa niezalezna
od W. Wykaz, ze

a) ﬂO:S@@+AS*®M®%)

jest rozwigzaniem réwnania deterministycznego

L _ awe) +aty: €0)=¢
b) X(t) = S(t)(£+/0 S_l(s)a(s)ds—i—/o S~Y(s)o(s)dWy)

jest jedynym rozwiazaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego

14



Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej 15

1. Znajdz taka miare probabilistyczng Q na (Q,fgl), by proces (W; + 2t*)o<t<1 byl procesem
Wienera wzgledem Q.

2. Niech T' < 0o, U bedzie procesem Wienera na (Q, F,P),

t 1 t t
Zy = exp </ b(s,Us)dUs — 5/ b2(s, Us)ds) , Wy =U; — / b(s,Us)ds.
0 0 0

Stosujac twierdzenie Girsanowa wykaz, ze je$li EZ7 = 1 to istnieje miara probabilistyczna Qr
taka, ze na przestrzeni probabilistycznej (Q, F,Qr) para (Wy)o<i<r jest procesem Wienera
oraz

dUt:b(t, Ut)dt+th, 0<t<T7 U():O
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