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Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej 1

. Zmajdz rozklad zmiennej 5W; — W3 + Wo.

. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aW; — Wy oraz W3 + bWj5 sa nieza-

lezne?

. Udowodnij, ze lim;_, o % =0p.n.

. Zmajdz rozklad wektora losowego (Wi, , We,, ..., W, ) dla 0 < t1 < ta <

<ty

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sa

nieograniczone.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera nie

sg jednostajnie ciggle na R .

. Udowodnij, ze nastepujace procesy tez sg procesami Wienera

a) Xy = —W; (odbicie)
b) Y; = ¢ /2W,, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu)
c) Zt =tWy dlat > 0 oraz Zy = 0 (inwersja czasu)
d) WT+t WT; T>0
O Vi=W,dlat<T,V,=2Wp—W,dlat>T, gdzie T > 0.

- Niech m,, = {t§”, 17", "}, gdzie a = £ < {V < .. <tV =
bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a,b] oraz ||m,| = maxy \t,i") _ t}(€71)1|

oznacza $rednice m,. Udowodnij, ze

ke

2 2
Z hm t;nj1| —b—a,n—oowL*(Q,F,P),
k=1

jesli ||| — 0 oraz S, — b—a pn., jesli |7, < oo.

. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskon-

czone wahanie na kazdym przedziale.

Niech f;(t) bedzie dowolna baza L2[0, 1], fo fi(s)ds oraz niech g;
bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych ./\f (O 1) Wykaz ze szereg X; =
> gihi(t) jest zbiezny w L? dla dowolnego ¢ € [0, 1] oraz X; ma te same
rozktady skonczenie wymiarowe co proces Wienera.

Niech 1(0) = {1},1(n) = {1,...,2" '} n = 1,2,.... Ukladem Haara na-
zywamy rodzing funkcji (hn,k)n=0,1,... ker(n) okreslonych na [0, 1] wzorami
hoi(t)=1lorazdlan=1,2,...,k € I(n),

n—1

277 (2k—-2)27" <t < (2k—1)27
hni(t) =4 —2"7 (2k—1)27" <t < 2k2°™
0 w pozostalych przypadkach



Uktadem Schaudera nazywamy rodzing funkcji (Sy k)n=0,1,....ker(n) Okre-

$lonych na [0, 1] wzorem S,, 1 (t) = fot Bk (s)ds. Niech (gn k)n=01,....ke1(n)
bedzie rodzing niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie (0, 1), po-
167my

Wi (@) =30 3 gmk@)Sm k().

m=0kel(m)

Wykaz, ze dla prawie wszystkich w € Q ciag funkcji (Wt(n) (w)) zbiega
jednostajnie na [0, 1] do pewnej funkeji ciagtej Wi(w). Jesli okredlimy np.
Wi(w) = 0 dla pozostalych w to tak zdefiniowany proces stochastyczny
jest procesem Wienera na [0,1].
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. Udowodnij, ze jedli zbior A € B(RT) to istnieje zbiér przeliczalny Ty C T
taki, ze jesli x,y € R” oraz z(t) = y(t) dlat € Totox € A<y € A.

. Niech T' = [a,b] a < ty < b, wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do
B(RT).

Ay = {z e RT: sup;eq ) o] < 1}

Ay = {z € RT: t — x; ciagle na [a,b] };

A3 = {ZE S RTZ limt_,to Ty = 0}

Ay ={z e RT: t — x, ciagle w to}.

Wykaz mierzalnosé tych zbioréw przy zalozeniu ciaglosci (prawostronnej
ciaglodci) trajektorii tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecieciu z
C(T) (RC(T) odp.) naleza do B(RT) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

. Niech T' = [a,b]. Wykaz, ze F = {ANC(T): A € B(RT)} jest sigma cialem
zbioréw borelowskich (w metryce supremum) na C(T)).

. Wykaz, ze istnieje proces (X¢)t>0 0 przyrostach niezaleznych, startujacy
z 0 taki, ze X; — X ma rozklad Cauchy’ego z parametrem ¢ — s (proces
taki nazywamy procesem Cauchy’ego, badZ procesem 1-stabilnym).

. Proces X jest modyfikacja procesu Wienera. Ktore z nastepujacych wla-
snoéci sa spelnione dla procesu X:
a) niezaleznosé przyrostow,
b) stacjonarno$é przyrostéw,
c) ciaglosé trajektorii,
) limg o 3 =

d) limy o 5t = 0 p.n.
X,
t

e) limy_, o = 0 wedlug prawdopodobienstwa?

. Rozpatrzmy nastepujace 3 wlasnosci proceséw:

a) ciaglodé trajektorii;

b) stochastyczna ciaglosé (tzn. X, L X, edy t — s);

c) ciaglo$¢ wg p-tego momentu (tzn. E|X; — X(|P — 0 gdy t — s).
Jakie implikacje zachodza miedzy powyzszymi wlasnosciami?
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. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera nie sa lokalnie 1/2-holderowskie.

. Scentrowany proces gaussowski nazywamy ulamkowym ruchem Browna,

jedli B|X; — X,|? = |t — s|>* (mozna wykazaé, ze taki proces istnieje dla
0 < a < 1). Udowodnij, ze ulamkowy ruch Browna ma ciagla modyfikacje.
Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jej trajektorii?

. Zalézmy, ze T jest przedzialem i okreslmy:

Fiy = ﬂfs, Fi_ = 0( U]—"S).

s>t s<t

a) Wykaz, ze filtracja F;4 jest prawostronnie ciagla, tzn. Fipy = Figp.
b) Udowodnij, ze jedli F; = F;X jest filtracja generowana przez proces X
o lewostronnie cigglych trajektoriach, to F;— = F;.

¢) Niech T = [0,00), A € F oraz X; = (t — 1)*I4. Znajdz F/X.

d) Dla X jak w punkcie ¢) okreSlmy 7 := inf{¢: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie
jest momentem zatrzymania wzgledem F7X ale jest momentem zatrzyma-
nia wzgledem ffi.

. Zalozmy, ze T jest przedzialem, wykaz, ze:

a) jesli 7 jest momentem zatrzymania, to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢
b) jesli {7 < t} € F; dla wszystkich ¢, to 7 jest momentem zatrzymania
wzgledem Fyy.

. Niech T'= [0, 00), a 7 bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych

741,72, 7 — 1 musza byé momentami zatrzymania?

. Niech T' = [0, 0), a X; procesem F;-adaptowalnym o ciaglych trajekto-

riach. Wykaz, ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem
zatrzymania wzgledem Fiy.

. Wykaz, ze jedli 7 i o sa momentami zatrzymania to zdarzenia {7 <

o}, {r =0} i{r <o} naleza do Fr, F, i Frpo-

. Wykaz, ze jedli 7 jest momentem zatrzymania, to proces X; := Ijo ;)(t)

jest progresywnie mierzalny.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F)ier, a (X¢) bedzie

procesem Fi-adaptowalnym. Wykaz, ze

a) T jest Fr-mierzalne

b) Jesli T przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci, to X, jest F, mierzalny
na zbiorze 7 < co.

Wykaz, ze jeSli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F,
mierzalny, to 7 jest momentem zatrzymania.



Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej 4

. Wykaz, ze jedli proces X; ma niezalezne przyrosty i prawostronnie ciagte
trajektorie, to Xy — X jest niezalezne od Fﬁ.

. Zalézmy, ze N, jest procesem Poissona, tzn. procesem o prawostronnie
ciagltych trajektoriach takim, ze Nyg = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz
N, — Ny ~ Poiss(t — s) dala t > s. Wykaz, ze (N, — At);»0 oraz ((IN; —
At)2 — At)i>o sa martyngatami wzgledem (F}¥);>o

. Wykaz, ze (exp(AW; — %2’5),.7:2”)@0 jest martyngalem dla dowolnego A €
R.

. (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Wykaz, ze

a) limsup,_, . \/% =1pn
b) liminf; \/ﬁ =—1pn.

Wskazéwki:
i) Niech C' > 1 oraz u > C/2. Wykaz, ze

ZP( sup Wi > uv2Cn lnlnC’”) < 00

cn<iLontl

i wywnioskuj stad, ze limsup,_, \/% < u p.n.

ii) Wykaz, ze limsup,_, ., \/ﬁ < 1 p.n. oraz liminf,_, \/ﬁ > -1
p.n.

iii) Udowodnij, ze dla g ~ A(0,1) i ¢ > 0,

1 1 1
E(Z B ?3)6_% <P(g>1) <

iv) Wykaz, zedlaC > 1iu<1

1
V27t

42
(& t/2.

> P(Wen — Wenr > uy/1-1/CV2C" Inln C") = o0

i wywnioskuj stad i z ii), ze lim sup,_, >u(l-1/C)Y/2—C-1/2

p-n.

Wy
V2tinlnt

. Udowodnij, ze
a) limsup,_,o, \/#W =1pn
b) lim il’lft_>0+ \/#W = —1 p.n.
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. Ktére z podanych nizej warunkow implikuja jednostajna catkowalnosé cia-
gu X,:

) sup, B|X,| < oo,

b) sup,, E|X,|? < oo,

c) Esup,, | X,| < oo,

d) zbieznosé¢ X,, w Ly,

e) zbieznosé¢ X, p.n.?

. Niech (X,)ngo bedzie podmartyngatem z czasem odwréconym takim, ze
lim,,,_ - EX,, > —co. Wykaz, ze (X,,) jest jednostajnie catkowalny.

. Wykaz, ze martyngal M; = exp(AW; — A\?t/2) jest zbiezny p.n. i znajdz
jego granice. Czy jest on zbiezny w Lq7

. a) Wykaz, ze jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna na R oraz f, f/, f” sa
ograniczone, to

My = F) = f0%0) = 5 [ W

jest martyngalem wzgledem F}V.

b) Ogodlniej, jedli f jest dwukrotnie rézniczkowalna na R?, pochodne czast-
kowe f rzedu mniejszego niz 2 sg ograniczone oraz W jest d-wymiarowym
procesem Wienera, to

t d o9
a—];(VVu)du

ox=
j=1 "J

M; = F0¥) - W) - 5 [

jest martyngalem wzgledem F)V.

. Niech Wy = (W}, ..., W) bedzie d wymiarowym procesem Wienera, a
zo € R oraz d > 2.

a) Wykaz, ze |W; — x0|?~¢ jest nieujemnym nadmartyngatem.

b) Udowodnij, ze |W; — 2¢|?>~? zbiega przy t — oo do 0 wedtug prawdo-
podobiefistwa i p.n. i wywnioskuj stad, ze lim;_,o, |[W;| = 0o p.n..

c) Wykaz, ze dla prawostronnie ciaglego nadmartyngatu (X;);>, zachodzi

Vaso AP(sup X; > \) <supEX, + EX,.
t

t>a
d) Wykaz, ze P(3;50 W; = o) = 0.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem FV.
a) Wykaz, ze (Wrpn, Fran)S2, jest martyngalem.
b) Udowodnij, ze jesli Er < oo, to Esup,, W2,,, < co.

c) Wykaz, ze jedli ET < oo, to EW2 = E7 i EW, = 0.



7. Niech W, bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
=inf{t > 0: Wy = a}, 7, :=inf{t > 0: |W| = a}.

Rozpatrujac martyngaty W, i W2 — t wykaz, ze
a) 7, < oo p.n. dla wszystklch a €R,

b) P(1, <7-4) = 33 dlaa,b> 0,

c) Ef, =a® dlaa > 0

d) Erl, ATy =abdlaa,b>0,
e) Er, = oo dla wszystkich a # 0.

8. Rozpatrujac martyngalty M} = exp(AW; — \?t/2) oraz N} = (M} +
Mt_>‘) /2 wykaz, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania, dla wszyst-
kich a, A > 0,

a) Ee’/\“ =e “m

b) Ee=*a = (cosh(a\ﬁ))
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. Zal6zmy, ze h jest niemalejaca funkcja ciagla na przedziale [a, b]. Udowod-
nij, ze

a) Jesli ¢ ma wahanie skoficzone, to g o h tez ma wahanie skoficzone

b) Jesli f:((;)) fdg istnieje, to

b R(b)
/ FO()dg(h(t)) = / £(s)dg(s).
a h(a)

. Zalézmy, ze f,g,h: [a,b] — R, przy czym f i g sa ciagle, a h ma wahanie
skonczone. Udowodnij, ze
a) H(z) = [ g(t)dh(t) ma wahanie skoficzone na [a, b].

b) [0 fdH = [ fgdh.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkeji ciaglej f o wahaniu skonczonym na [a, b]
zachodzi [ f(s)df(s) = 3(f2(b) — f2(a)).

. Oblicz granice w Ly () przy n — oo

) Yrzo War/n(Wigks1)/n — Wik/n)

b) 020 Witks1)n (Wigks1)/n — Wat/n)-

. Oblicz Cov( [ hy(t)dWs, [; ha(t)dWy) dla by, he € La([0, s]).

. Niech C, := (E|W;[P)"/?. Wykaz, 7e dla 0 < p < oo, przeksztalcenie
h— C* fOT h(t)dW; jest izometrycznym wlozeniem Lo ([0,T]) w L,(2).

. Wykaz, ze dla 0 < u < ¢t 1 h € L2([0,t]) zachodzi
u t
/ h(s)dWs = / h1g,(s)dWs p.n.
0 0
. Wykaz, ze dla h € C'[0,t] zachodzi
¢ t
/ h(s)dWs = h(t)W, —/ h (s)Wsds p.n.
0 0

. Wykaz, ze proces

t
Y, — (1—t) [y 75dW, 0<t<1
0 t=1

ma takie same rozktady skoniczenie wymiarowe co proces Z; = Wy — tW;
(most Browna).
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. Wykaz, ze jedli X € £2.,0 < t < s < T oraz ¢ jest ograniczona zmienna
losowa F; mierzalng to (X 1 5 € L3 oraz [ EXdAW = ¢ [ XdW (Uwaga:

[ XdW definiujemy jako [, Ly XdW).

. Wykaz, ze jedli 0 < t; < ... < t,,, < T oraz & sa zmiennymi losowymi w
L?(Q), F;, mierzalnymi to proces X := Z;n;ll k11, 1.,) Dalezy do L7
oraz f(f XdW = Z;n:_ll fk(Wthrﬂ\t — Wtk/\t)~

. Zalézmy, ze X jest procesem prognozowalnym, cigglym w L? (tzn. t —
X; jest ciagla z [0,T] w L%(Q)). Wykaz, ze wéwczas X € L2 oraz dla

dowolnego ciagu podzialéow 0 = t(") t(ln) < ... < tg:;) = T o Srednicy
zbiegajacej do zera zachodzi dla t < T

T
Z Xyoo Wy = Wion) = / Xdw
‘+1 k 0

w L?(Q) przy n — oco.
. Oblicz [j W,dW,.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze ET < oco. Wykaz, ze
Lj,- € L3, oraz fooo Ljo,7(s)dWs = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, =0
oraz EW? = E7.

. Dla a,b > 0 okre$lmy 7 := inf{t : |W;| = avb+t}. Wykaz, ze 7 < ¢
p-n. oraz ET < oo wtedy i tylko wtedy gdy a < 1. Ponadto dla a < 1,
Er =% b

. Niech ¢ bedzie zmienng losowa o skonczonej wariancji taka, ze E£ = 0.
Wykaz, ze istnieje moment zatrzymania 7 taki, ze W, ma ten sam rozktad
co & oraz ET = E£2.

. Zalézmy, ze M jest adaptowalnym, prawostronnie ciagtym procesem ta-
kim, ze My = 01 dla wszystkich t, E|M;| < co. Wykaz, ze M jest martyn-
galem wtedy i tylko wtedy gdy EM, = 0 dla wszystkich ograniczonych
momentéw zatrzymania 7.

. Wykaz, ze dla X € L%, M := ([ X dW)? — [ X?ds jest martyngalem.
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. Niech A bedzie pewna klasa proceséw adaptowalnych na [0,T) taka, ze
jesli X € A to X™ € A dla dowolnego momentu zatrzymania 7. Przez
Aloe 0znaczamy wéwezas klase tych proceséw adaptowalnych na [0,7) dla
ktorych istnieje rosnacy ciag momentow zatrzymania 7, taki, ze 7, — T
oraz X™ € A dla wszystkich n.

a) Wykaz, ze jesli X € Ajo. to X7 € Ajoe dla dowolnego momentu zatrzy-
mania 7

b) WykaZ ze (Aloc)loc = Aloc

c) Wykaz, ze jedli A jest liniowa to Ao tez jest liniowa.

. Wykaz, ze M — My € ME, . wtedy i tylko wtedy, gdy M — My € M>¢

loc*

. a) Wykaz, ze kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest martynga-
tem.

b) Wykaz, ze kazdy nieujemny catkowalny ciagly martyngal lokalny jest
nadmartyngatem.

c¢) Podaj przyklad nieujemnego calkowalnego ciaglego martyngatu lokal-
nego, ktory nie jest martyngalem.

. Niech X € A%, 0 <t < s < T oraz £ bedzie zmienna losowa JF;, mierzalna
(niekoniecznie ograniczona). Wykaz, ze X1 4 € A2 oraz fts EXAW =
¢/ ts Xdw.

. Znajdz proces X € A2 taki, ze fot X,dW, nie jest martyngalem.

. Niech M € Mfoz oraz X € A2.(M). Wykaz, ze dla dowolnego momentu
zatrzymania 7 zachodzi

(/XdM)T = /XdMT = /X]l[oﬂdM = /X]l[o,T]dMT.

W szczegblnosei jesli procesy X i Y pokrywaja sie na przedziale [0, 7], to
(J XdM)" = ([YdM)".

10
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. Oblicz (W1, W?2), gdzie W', W? sa niezaleznymi procesy Wienera.

. Niech X bedzie martyngatem lokalnym takim, ze | X;| < Y dla wszystkich
t oraz EY < co. Wykaz, ze X jest martyngatem.

. Wykaz, ze kazdy ciagly martyngal lokalny M = (M;);<r, ktérego trajek-
torie maja skonczone wahanie na kazdym przedziale [0, t] jest stale réwny
My.

. Niech M = [ W2dW;. Oblicz EM?. Jak wyglada przestrzen £3(M)? Czy
I/Vt_1 nalezy do tej przestrzeni?

. Niech M,N € M¢{_ oraz X € A%(M) N A%(N). Uzasadnij, ze X €

loc

A2.(aM +bN) dlaa,b € R oraz [ Xd(aM +bN)=a [ XdM +b [ XdN.

. Udowodnij, ze
a) (M, M) = (M) = (=M),

(N, M) — (M, N) jest przeksztalceniem dwuliniowym,
(M7™,N") = (M",N) = (M,N") = (M,N)",

Jedli M € Mi;z, XY € AJ.(M) oraz Ny = [ XdM, N, = [Y dM, to
Ni,No) = [ XYd(M).

g) Jedli My, My € M2S, X € A% (M) N AZ(Ms) oraz N; = [ X dM; to

loc?

(N1, No) = [ X2d(My, My).

e
f
(

. Wykaz, ze
a) [(M,N)| < (M)(N)
b) Wahys, t]((M, N)) < L[(M), — (M) + (N); — (N),].

11
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. Wykaz, ze dla dowolnego procesu M € M¢ _, X € AL (M) oraz momentu
zatrzymania 7 < T,

t 2 T
Esup(/ XdM) <4E/ X2d(M),.
0 0

t<T
. Zaléimy, ze M € M, ., My = 0 za$ 7 jest momentem zatrzymania takim,
ze E(M), < co. Wykaz, ze M" jest martyngalem.

. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci przedstaw [ W2dW, jako
wyrazenie nie zawierajace calek stochastycznych.

. Korzystajac ze wzoru It6 oblicz (W2) oraz (W, e't).

. Niech f bedzie funkcja klasy C? na R2, korzystajac z wzoru Ito oblicz
df(ta Wt)

. Niech Z; = exp(AW; — \?t/2). Wykaz, ze dZ; = N\Z;dW; tzn. Z; = 1 +
X Jy ZidW.

. Niech 0 = (0, j)1<i<m,1<j<d bedzie macierza proceséw z A2. Okreslamy
wowezas [ odW jako m wymiarowy proces (Z?Zl o1;dWj, ..., Z;l:l OmidW;).
Niech Z = (Zi,...,Zy) = [odW + [bdt, gdzie b = (bi(t),...,bn(t))
proces m wymiarowy ciggly, adaptowalny. Dla f: R — R klasy C? oblicz
korzystajac z wzoru Ito df (7).

12
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. Niech M bedzie ciaglym martyngatem lokalnym. Wykaz, ze proces Ny =
exp(M; — %(M )¢) jest ciaglym martyngalem lokalnym oraz nadmartynga-
tem. Ponadto jesli M jest ograniczony, to N jest martyngatem.

. Niech g: R? — R bedzie funkcja klasy C2, G zbiorem otwartym ograniczo-
nym w R? oraz z € G. Okre$lmy 7 := inf{t: W; + 1 ¢ G}. Korzystajac ze
wzoru It6 wykaz, ze jesli g jest harmoniczna w G to h(W) + x) jest mar-
tyngatem. Pokaz, ze wystarczy zakladaé, iz g jest C? w pewnym otoczeniu
domkniecia G.

. Wykaz, ze dla 3-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R3,a # 0 proces
X; = |W; — a|™! jest martyngatem lokalnym, ale nie jest martyngatem.
Ponadto X, jest nadmartyngalem oraz zbiega do 0 w L' i prawie na pewno.

. Wykaz, ze 2-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R?,a # 0 proces
X; = In |[W; — a| jest martyngalem lokalnym. Wywnioskuj stad, ze z praw-
dopodobienstwem 1 proces W; omija punkt a, ale trajektoria procesu jest
dowolnie bliska punktu a.

. Wykaz, ze d-wymiarowy proces X startujacy z zera o trajektoriach cia-
glych jest procesem Wienera wzgledem filtracji Fs; wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnego u € R? oraz s < t zachodzi E(exp(i(u, X; — X;))|Fs) =
exp(—(t — s)|lul?/2) pn..

. Zalézmy, ze My, Ms, . .., My sa ciaglymi martyngatami lokalnymi startuja-
cymi z zera takimi, ze (M;, My) = 6; xt. Wykaz, ze M = (My, Ma, ..., My)
jest d-wymiarowym procesem Wienera.

. Niech T' < o0 oraz X = (Xi)o<t<r bedzie procesem prognozowalnym
takim, ze dla pewnej liczby catkowitej m > 1 zachodzi

T
E/ X?™(s)ds < 0.
0
Wykaz, ze X € L3 oraz M = [ XdW jest martyngalem takim, ze
T
EMZ™ < (m(2m — 1))me—1E/ X2mds
0

(Wsk. Wz6r It6 i nieréwnos$¢ Holdera)

. Niech W = (W1,..., W9) bedzie d-wymiarowym ruchem Browna, a R; =
|W|. Wykaz, ze

a) By := Z?Zl Ot V‘;%dWS’ jest jednowymiarowym procesem Wienera;

b) R; = fg %d& + B (R; jest nazywane procesem Bessela.)
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. Zatézmy, ze W = (W(l), W@, W(?’)) jest tréjwymiarowym procesem Wie-
nera oraz

t t
X, ::/ sin(Wt(B))th(l)Jr/ cos(Whaw,.
0 0

Wykaz, ze X jest procesem Wienera.

. Wykaz, ze dla a > 0 proces X; = &ebt + \/Efot e?t=5) dW, jest jedynym
rozwiazaniem réwnania dX; = bX;dt++/adW; z warunkiem poczatkowym
Xo = & Jedli b < 0 oraz & ma rozklad N(0, 5f) to X; jest procesem
stacjonarnym (proces Ornsteina-Uhlenbecka)

. 1) Wykaz, ze dla z,0,b € R istnieje dokladnie jeden proces X = (X¢)i>o0
taki, ze

t t
Xe=z+ O’/ XsdWs + b/ Xsds.
0 0

Ponadto sup,,, EX? < oo dla u < oo.
ii) Oblicz EX,.

iii) Znajdz stochastyczne réwnania rézniczkowe spetnione przez X2 i eX.

. Wykaz, ze rozwiazanie réwnania dX = e XdW — %e’Qth eksploduje w
skoficzonym czasie. (Wsk. Rozpatrz proces Y = ).

. Zal6zmy, ze A(t) jest ciagla funkcja na [0,7] o wartoéciach w macierzach
m xm, o(t) jest ciagla funkcja na [0, 7] o wartodciach w macierzach m x d
za$ a(t) jest ciagla funkcja na [0, T o wartosciach w R™. Niech S(t) bedzie
jedynym rozwiazaniem réwnania

dS(t)
dt
Ponadto niech W bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, a & zmienng
losowa niezalezng od W. Wykaz, ze

= A(t)S(t); S(0) = 1I.

t

) ) = S+ | S (s)als)ds)
0

jest rozwiazaniem réwnania deterministycznego

%ﬂ = AME() + alt); £0) =&,

t t
b X(0) =80+ [ S sa)dst [ 5T o(s)dn)

0 0
jest jedynym rozwiazaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego

dX; = (AW X, + a(t))dt + o()dWy; Xo = €.

14
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. Wykaz, ze rozwigzanie réwnania
dXy = (14 Xo)(1 + XP)dt + (1 + X2)dW,

eksploduje w skonczonym czasie. Ponadto warto$¢ oczekiwana czasu do
eksplozji jest skoniczona.

. Niech Z = Zy+ A+ M,Y = Yy+ B+ N beda ciaglymi semimartyngatami.
Definiujemy caltke Stratonowicza wzorem

t t
1

/Y;,,oalZS ::/ Y.dZs + - (M, N).
0 0 2

Pokazaé, ze jedli f jest funkcja klasy C® na R to

f(Z f(Zy) / ' (Zs)odZ,.

. Pokazaé, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania oraz dowolnym ciggu
T = {tén), t§”), . ,t](;z)} podzialéw odcinka [0, ¢] takim, ze diam(7,) — 0
zachodzi

ko Y(n) + Y(n) t
Z (Zyom = Zm) — / Y, 0dZ,
po i1 J 0

przy n — oo wedlug prawdopodobienistwa.

. Zmajdz taka miare probabilistyczna Q na (€2, .7-'2/1), by proces (Wi+2t*)o<i<1
byl procesem Wienera wzgledem Q.

. Niech g oznacza miare Wienera na C([0,1]) (tzn. rozklad wyznaczony
przez proces Wienera na [0,1]). Dla h € C([0,1]) okreSlamy nowa miare
pu, wzorem fip(A) = M(h + A)

a) Wykaz, ze jesli h(t fo s)ds dla 0 < t < 1oraz g € L?[0, 1] to miara
L jest absolutnie Cl@gla Wzglgdem [ oraz znaleié gestosé.
b*) Jedli h nie ma powyzszej postaci to p i up sa wzajemnie singularne.

. Niech T' < o0, U bedzie procesem Wienera na (2, F,P),

t t t
Zt:exp(/ b(57Us)dUs—/ b2 (s,U,)ds/2), W, := Ut—/ b(s, Uy )ds.
0 0 0

Stosujac twierdzenie Girsanowa wykaz, ze jedli EZp = 1 to istnieje miara
probabilistyczna Qr taka, ze na przestrzeni probabilistycznej (2, F,Qr)
para (Wy)oge<r jest procesem Wienera oraz

dU, = b(t, Up)dt +dW;, 0<t<T, Uy=0. (1)
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