Zadania z Proces6w Stochastycznych 1

1. Pokaz, ze rownanie
1 2
dX; =3X72dt +3X2dW,, Xp=0
ma nieskonczenie wiele mocnych rozwigzan postaci
X/ = 3
W; By <t < 00,

gdzie 0 < 0 < 001 fBp =inf{s > 0: W, =0}.
2. Pokaz, ze réwnanie dX; = (2+sgn(X;))dt + dW:, Xo = 0 ma stabe rozwiazanie. Przeprowadz

konstrukcje jakiegos slabego rozwiazania.

Wskazéwka: uzyj twierdzenia Girsanowa.

3. (Czas lokalny procesu Wienera w zerze)
(a) Wykaz, ze istnieje ciagly, niemalejacy proces (L;);>o taki, ze

t
|[Wy| = / sgn(Ws)dWs + Ly.
0

Wiskazéwka: funkcje x +— |x| przyblizyé przy pomocy ciggu funkcji f,, klasy C?, ktérych druga
pochodna jest ciagla i ma postaé:

1" 1503 1 17: 1 1
, liniowa  na [ —e, <z < i[5 <z < — +en

Przy czym ¢, sa takie, ze lim,,_. ., ne, = 0.
(b) Wykaz, ze istnieje taki ciag dx — 0, ze
1
Li= lim — {0 < s <t:|Wy| <} p.n.
k—o0 25k

Wskazéwka: Przybliz odpowiednio z — |z| od géry.
Proces L; nazywa sie czasem lokalnym procesu Wienera w zerze.
(¢) Wywnioskuj, ze jezeli o(x) =1 dlaz > 01io(x) = —1 dla z < 0, to proces f(f o(Ws)dWy

jest adaptowany do (}-tIW\)@O_
Uwaga: Ogolniej, jezeli a € R, to tak samo pokazuje sie istnienie cigglego, niemalejacego
procesu (L{)¢>o spelniajacego

t
W, — a| = |a] + / sen(W, — a)dW, + L?
0

4. Niech (L$):>0 bedzie jak w uwadze z poprzedniego zadania. Wykaz, ze L{ rosnie tylko w
punktach ¢ takich, ze W, = a.

Wskazéwka: Zastosuj wzor Ito do funkcji f(z) = x?

i semimartyngaléw |W; — a| oraz W; —a.
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. Zalézmy, ze funkcje b,o0: Ry X R +— R sa lokalnie Lipschitzowskie, tzn. dla n = 1,2,...
istnieje stala L,, taka, ze

max{[b(t, z) — b(t,y)|, |o(t,z) — o(t,y)[} < Lnlz —y| dla [z],|y] <n
Wykaz, ze rozwiazanie rownania
dX; =b(t, X3)dt + o(t, Xy)dW;, Xo==2x
jest jednoznaczne w sensie trajektorii.

. Zalézmy, ze b,o: Ry x R +— R sg funkcjami mierzalnymi i ograniczonymi oraz istnieje stala
L > 0 i funkcja niemalejaca p : Ry — R, takie, ze dla kazdego € > 0, foe(p(ac))_de = 0
oraz
|b(t, z) — b(t,y)
|o(t,2) —o(t,y)
Udowodnij, ze rozwiazanie rownania

dXt = b(t,Xt)dt + O'(t,Xt)th, XO =T

< Ljz — vy
<

|
| <plz—yl) Vo,yeR,te[0,T]

jest jednoznaczne w sensie trajektorii.

Wskazéwka: Rozwaz dwa rozwiazania X i X z tym samym procesem Wienera. Uzywajac

wzoru It oszacuj najpierw Ef(X — X) dla nieujemnej funkcji f klasy C? o ograniczo-

nych pochodnych. Nastepnie, dobierajac odpowiednio ciag funkcji, pokaz, ze E|X — X| <
: R

Cfo E| X — X;|ds.

rOwnanie

dXt = |Xt|ath, XO = 0

. Udowodnij, ze dla a > %

ma rozwigzanie jednoznaczne w sensie trajektorii.

. (Dambis, Dubins, Schwarz)
Niech M bedzie ciaglym martyngatem lokalnym (o wartosciach rzeczywistych) wzgledem pew-
nej prawostronnie ciaglej filtracji (F4)¢>0. Zalézmy ponadto, ze My = 0 oraz lim;_,o. (M), =
oo p.n. Dla ¢t > 0 definiujemy

7 =inf{s > 0: (M), > t}.
Udowodnij, ze proces B; = M,, jest standardowym procesem Wienera wzgledem filtracji
(Gt)i>0, gdzie G, = F,.
. Wykaz, ze dla 0 < a < % rownanie

dX; = | X¢|“dWre, Xo=0
ma niezerowe stabe rozwiazanie, czyli nie zachodzi jednoznaczno$é rozwiazan ani w sensie
trajektorii ani w sensie rozkltadu.

Wskazowka: Niech Vi bedzie procesem Wienera potézmy M, = f(f |Vs|~*dVs. Niech 74 bedzie
zmiang czasu z poprzedniego zadania, czyli W; = M,, jest procesem Wienera. Szukanym
stabym rozwiazaniem jest (W, X), gdzie X; = V.
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. (Eliminacja dryfu) Rozwazamy nastepujace réwnanie (w R):

Zatézmy, ze o%(z) > 0 dla kazdego x € R, b, o ciagle. Niech
: Y bz)
p(z) = /c eXP{—Z/C UT(Z)dZ}dy

Funkeja p jest $cisle rosnaca, wiec p : R — (p(—00), p(+00)) jest odwracalna. Niech ¢ oznacza
jej odwrotna. Ponadto, oznaczmy 6 (y) = p'(¢(y))o(q(y)) dla p(—o0) < y < p(+00) i 5(y) =0
w przeciwnym przypadku.

Udowodnij, ze proces (W, X) jest stabym (odpowiednio: mocnym) rozwigzaniem (1) wtedy i
tylko wtedy, gdy (W, p(Xy)), jest stabym (mocnym) rozwiazaniem réwnania

dY; = 6(Ys)dWs, gdzie p(—o0) < Yy < p(+00).

. Wykaz, ze jedli Q x|g jest regularnym rozktadem warunkowym X wzgledem G, to dla dowolne;
funkcji ¢ takiej, ze E|o(X)| < oo zachodzi

B(p(X)[0)w) = [ ¢(@)iQxipw.dz) pn.

. Zmajdz regularny rozklad warunkowy X wzgledem Y, jesli
i) Y jest zmienng dyskretna, tzn. istnieje zbiér przeliczalny S taki, ze P(Y € §) =1
ii) (X,Y) ma lacznag gestosé g(z,y).

. Zalézmy, ze zmienna X ma rozklad px, a Qy|x jest regularnym rozkladem warunkowym Y
wzgledem X. Wykaz, ze para (X,Y’) ma taczny rozklad pux (dr)Qy x (z, dy).

. Niech P bedzie rozwiazaniem problemu martyngatowego (z, a,b). Wykaz, ze

t
Mt = Zt — T — / b(S,Zs)dS
0

jest ciaglym martyngalem lokalnym wzgledem filtracji (B;) oraz

o= [ " as, Z2)ds
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W zadaniach ponizej (Ny);>0 oznacza proces Poissona z intensywnodcig A.

1.
2.

10.

Oblicz ]P(Nl =1,Ny =4, Ny = 5) oraz ]P)(Nl = Ny < N3 — 1)

Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Poissona sa niemalejace, przyj-
muja wartosci z Z, maja wszystkie skoki réwne 1 oraz daza do nieskoficzonosci.

. Wykaz, ze moment pierwszego skoku w procesie Poissona

Sy :=inf{t: N, >0}

jest zmienna losows o rozkladzie wykladniczym z parametrem A.

. Niech

Sk :=inf{t: N, =k}
bedzie momentem k-tego skoku w procesie Poissona. Wykaz, ze odstepy miedzy skokami
T1:§17 TQZSQ_S:[, T3233_527...

sg zmiennymi niezaleznymi o jednakowym rozkladzie wyktadniczym.

. Przy notacji z poprzedniego zadania oblicz

a) ]ES(;;

b) E(Ss| N3 = 4);
c) E(N5|N3 = 2);
d) E(Ns|Ns = 4).

. Udowodnij, ze lim;—_, o % =\ p.n.

Niech Nt(l) i Nt(z) beda niezaleznymi procesami Poissona. Wykaz, ze Nt(l) +Nt(2)

Poissona

jest procesem

. Liczba wys$wietlenn pewnej strony internetowej do chwili ¢ — N; jest procesem Poissona z in-

tensywnoécia \. Kazde wyswietlenie z prawdopodobienstwem p jest dokonywane spoza Polski
(niezaleznie dla kazdego wyswietlenia i niezaleznie od procesu N). Niech Nt(l) bedzie licz-
ba wyswietlen strony spoza Polski, a Nt@) z Polski. Wykaz, ze Nt(l) i Nt(z) sa niezaleznymi
procesami Poissona.

. Zalézmy, ze X = (X¢)t>0 jest procesem stratujacym z zera, przyjmujacym wartosci catkowite

nieujemne, o niezaleznych, stacjonarnych przyrostach i prawostronnie cigglych i niemalejacych
trajektoriach. Ponadto zalézmy, ze

P(X;=1)=X+o(t), P(X;>2)=o0(t) przyt—0+.
Wykaz, ze X jest procesem Poissona.

(Zlozony proces Poissona) Zalézmy, ze N jest procesem Poissona, a Y7,Ys,... jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie, niezaleznym od NN. Niech

X, — SV Y jesli Ny > 0
0 jesli N = 0.

Wykaz, ze X jest procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach.
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. Zalézmy, ze T = N. Wykaz, ze (X,,)nen jest lancuchem Markowa (z dowolna, niekoniecznie

przeliczalng przestrzenia stanéw) wtedy i tylko wtedy, gdy P(X, 11 € T|FX) = P(X,, € T'|X,,)
dla dowolnego n i dowolnego zbioru mierzalnego T'.

. Niech Xg, Yy, Y1,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym Xy ma wartosci w

E, aY; w E’. Niech h,, bedzie funkcjg mierzalng z E x E' w E dlan = 1,2,.... Okre$lmy
indukcyjnie ciag X,, wzorem X,11 = h,(X,,Y,), n = 0,1,.... Udowodnij, ze (X,) jest
tancuchem Markowa.

. Zalézmy, ze przestrzen stanéw E jest przeliczalna. Wykaz, ze wowczas

a) (Xi)ter jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych ¢ < to < ... <t
iki,...,k, € E takich, ze P(X;, = k1,...,Xs,_, =kn-1) #0

P(X:, = knl X, = k1, Xt ) =kno1) =P(Xe, = kn|Xe,,_, = kn-1).

b) (Xi)ier jest procesem Markowa z macierza przejécia (ps(k,1)) wtedy i tylko wtedy gdy
dla dowolnych ¢t <ty < ... <tpiky,...,k, €F

IP(th =ki,...,. Xz, = kn)
= P(th = kl)ptl,t2(/€1, kz) Pty _q,te (knflv kn)

Wykaz, ze proces Poissona N, jest procesem Markowa i znajdz macierz przejscia.

. Wykaz, ze proces (—1)Vt jest procesem Markowa i znajdZ macierz przejscia.

. Zalézmy, ze X1, Xs,... sa zmiennymi o jednakowym rozkladzie p, Sy = 22:1 X, My, =

max(Xy, ..., Xg). Czy nastepujace procesy (z czesem dysktretnym) musza by¢ procesami
Markowa, jesli tak, to znajdz odpowiednie funkcje przejscia

a) Xl, XQ, .

) 537 SlJ,rSg,Jr...

)So I S

Q0 o

)
M17M2aM37 s

) So,50 V' S1, S0V 51V S, ...
) (Sny Myp)3Ly.

R

Niech X,Y beda zmiennymi losowymi, za§ G—o cialem takim, ze X jest G-mierzalne, zas
Y jest niezalezne od G. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji f(z,y) mierzalnej i ograniczonej
E(f(X,Y)[G) = ¢(X) gdzie p(x) =Ef(z,Y).

. Korzystajac z poprzedniego zadania udowodnij, ze jesli X = (X;) jest procesem o przyrostach

niezaleznych to X jest procesem Markowa z funkcja przejscia Ps (2, ) = P(X;, — X, € ' —x).

. Z poprzedniego zadania wynika w szczegdlnosci, ze proces Wienera jest procesem Markowa,

czyli réwniez i proces (W_,);<o. Znajdz funkcje przejscia dla tego procesu.

Czy procesy (|W:]), (tW;z2) sa procesami Markowa? Jesli tak to znajdz funkcje przejécia.
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. Zalézmy, ze (Xi)i>o jest procesem Markowa o gestosci przejscia p(t,z,y), Xo = 0. Wyraz
nastepujace prawdopodobienstwa przy pomocy gestosci przejscia:

a) P(X; > 0)

b) P(0 < Xs < X¢) dla s < t.

. Zalézmy, ze przestrzen stanéw E = {1,2}. SprawdZ réwnania Chapmana-Kolmogorowa dla

macierzy przejscia
pt_Ll(3+277 227"
T 5\ 3-3eT 24377

. Czy istnieja takie funkcje a(t), b(t), ze

1 a(t) 3—3e 2

7\ 4—4e? b(t) '
jest macierza przejscia dla pewnego jednorodnego procesu Markowa na dwuelementowej prze-
strzeni stanéw?

a) Zalézmy, ze funkcja przejécia P dla 0 < s <t, z € R, T € B(R) ma postaé

(y —ms px)° >dy,

o (e
/,/27mt 2054

jesli ag_,t #0,a P(s,t,7,-) = 0zm, , W przeciwnym przypadku. (tzn. P(s,t,z,) jest rozkladem
normalnym o $éredniej m,x i wariancji Jg’t). Jakie warunki muszg spelnia¢ mg; i afﬁt by
istniata rodzina Markowa o funkcji przejscia P?

b) Jakie warunki musza spelniaé m, i Uft, zeby ta rodzina Markowa byta jednorodna?

sth‘

. Sprawdz, ze procesy Wienera i Poissona sg procesami fellerowskimi.

. Niech (W})¢>0, (P:)z>0 bedzie jednorodna rodzina Wienera, a PV funkcja przejscia zwiazana
z ta rodzina. Zdefiniujmy

Wilw edli Wy(w) #0
X, () = 4 V@) Jesli Wo(w) #
0 jesli Wy(w) =0
oraz
pv r |
P(t,z,T) = (t,z,T) J.e??x7é0
do (") jesliz =0

Udowodnij, ze rodzina (X;)¢>0(Pr)zer jest jednorodna rodzing Markowa z funkcja przejscia
P zdefiniowana powyzej, ale nie jest mocno Markowa.
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. Wykaz, ze jeli 7 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji F}V takim, ze P(1 < c0) = 1,
to proces (Wi — Wr)i>0 jest procesem Wienera niezaleznym od ]—'7W .

. (Zasada odbicia dla procesu Wienera)
Niech W, bedzie procesem Wienera startujacym z 0 oraz dla a # 0

To = inf{t: Wy = a}.

Wykaz, ze

a) P(r, <u, W, €T) =P(1, < u, W, € 2a —T);
b) P(r, < u) =2P(W,, > a) dla a > 0.

¢) Znajdz rozklad zmiennej supgc;<, Wi-

. Przy notacji z poprzedniego zadania udowodnij, ze

d) 74 ~ a®m;

€e) Tatb ~ To + Tp dla a,b > 0, gdzie 75 jest niezalezna kopia 7p;
f) sty + 7 ~ (v/5 + Vit)?r dla s, t > 0.

. Zalézmy, ze (X;) ma mocna wlasno$é Markowa wzgledem (F;) z funkcja przejécia P. Wykaz,
ze dla dowolnego momentu zatrzymania 7 takiego, ze 7 < oo p.n. (X,4;) jest procesem
Markowa wzgledem (F; ;). Ile wynosi jego funkcja przejscia?

. Niech (W4)i>o0, (Pr)zer bedzie wienerowsks jednorodna rodzina Markowa. Niech ponadto
7 :=inf{t > 0 : W, = 0} i oznaczmy W] = W, Udowodnij, ze (W[ )i>0, (Pr)zer, jest
jednorodna rodzina Markowa i znajdz jej funkcje przejscia.

. Zalézmy, ze rodzina Markowa (Xt), (P,) ma mocna wlasno$é Markowa wzgledem Fi, zas (6;)
jest jej operatorem przesuniecia. Wykaz, ze dla dowolnego A € FX i dowolnego momentu
zatrzymania 7, ktory jest FX-mierzalny zachodzi

P.(07'A|F,) =Px, (A) p.n. na zbiorze 7 < cc.
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. Zalézmy, ze X, jest rodzina Markowa na dwuelementowej przestrzeni stanéw z macierza przej-
Scia
pt_ 13+ 2e77 2 —2e T
T 5\ 3-3e 2437 )¢

Znajdz generator A pélgrupy generowanej przez X;.

. Niech A bedzie generatorem pétgrupy zwiazanej z d-wymiarowym procesem Wienera. Wykaz,
ze jesli f € C2(RY) to f € Da oraz Af = SAf. Tuidalej C2(E) oznacza funkcje klasy C? z E
w R ograniczone i jednostajnie ciggle oraz majace ograniczone i jednostajnie ciagte pochodne
do rzedu 2 wtlacznie.

. Wykaz, ze dla jednowymiarowego procesu Wienera
1 NG
(@) V2 Rf(y) Y

. Wykaz, ze dla jednowymiarowego procesu Wienera D = C2(R).

. Niech (W})1>0, (Py)zer bedzie jednorodng rodzina Wienera. Znajdz generator infinitezymalny
(razem z jego dziedzina!) rodzin Markowa:

a) (IWel)izo0, (Pa)azo

b) (W7 )t>0, (Pz)z>0, gdzie 7 = inf{t > 0: Wi = 0} oraz W) = Wia,.

. Niech X; = e 'W,2. Wykaz, ze X jest jednorodnym procesem Markowa i znajdz Af dla
odpowiednio gladkiej funkcji f.
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. Niech (X¢,P3)i>0,5cr bedzie jednorodnym procesem Markowa wzgledem filtracji (Fi)i>o 2z
generatorem (A, D(A)). Zalézmy ponadto, ze X; jest prognozowalnie mierzalny. Wykaz, ze
dla f € D(A) proces

t
M = f(Xy) _/ Af(X,)ds
0
jest martyngatem wzgledem kazdej miary P,.
. Zmajdz generator (lacznie z dziedzina) dla Poissonowskiej rodziny Markowa.

. 1) Znajdz rozklad stacjonarny dla procesu Markowa o wartosciach dwuelementowej przestrzeni
stanéw {1,2} o generatorze infinitezymalnym

=3 h)

ii) ZnajdZ macierz przejscia dla tego procesu.

. Niech (X¢)t>0, (P2)ze{1,2,3} bedzie jednorodna rodzing Markowa o wartoéciach w tréjelemen-
towej przestrzeni stanéw {1, 2,3}, prawostronnie ciagtych trajektoriach i generatorze infinite-
zymalnym

-3 1 2
A=|1 -1 0
1 1 -2

Niech 71 = inf{t : X; # 1}, o1 = inf{t > 7, : X; = 1}. Oblicz warto$¢ oczekiwang o jesli
proces startuje ze stanu 1. (tzn. Eyoq).

. 1) Udowodnij, Ze nie istnieje rozklad stacjonarny dla procesu Wienera.
ii) Wykaz, ze miara Lebesgue’a jest miara niezmiennicza dla procesu Wienera.
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. Niech (X)t>0, (P;)icr bedzie jednorodnym lancuchem Markowa z czasem ciaglym o pra-
wostronnie ciaglych trajektoriach, za§ I' C E. Okre$lmy o := inf{t > 0: X; € T'} oraz
m; = E;0. Wykaz, ze (przy notacji z wykladu) m; =0 dla ¢ € T oraz

1
m; = /\—l—l—%q”mj, jeslii ¢ T, \; > 0.
VE]

. Niech (Xt)¢>0, (Ps)zer bedzie jednorodna rodzing Markowa o warto$ciach w przestrzeni pol-
skiej (F, p). Wykaz, ze dla dowolnego 0 < t1 <ts <...<t, <tie>0,

P, <m]?xp(ac,th) > 25) < 20.(t) :==2 sup supPy(p(y, Xs) > €).

0<s<tyel
Wywnioskuj stad, ze jesli X; jest prawostronnie ciggly, to

P, (supp(m,Xs) > 25) < 20 (t).
s

. Niech (X¢)i>0, (Pz)zeq1,2y bedzie prawostronnie ciagla jednorodna rodzing Markowa o gene-
ratorze infinitezymalnym
-1 1
A= ( ; 2) .

Znajdz funkcje charakterystyczng zmiennej losowej fot 1413(Xs)ds przy Py i przy Ps.

. Niech f € C?(R?) oraz p € R. ZnajdZ rozwiazanie u(t, r) réwnania

ou 1
FTin pu + iAu
u(0,z) = f(x).

. Niech (Tt)t>0 bedzie pélgrupa kontrakeji na F' = B, (E). Wykaz, ze dla g € Fy v(t,z) ==

fo sg(x)ds jest jedynym rozwiazaniem o wzroécie co najwyzej liniowym réwnania

ov

yr = Av(t,z) +g(z), v(0,2)=0

takim, ze v i % sa ciagle z [0,00) w F.

10
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. Niech (Wy)s>0, (Ps)zer bedzie rodzina Wienera w R?, za$ D wnetrzem kata w R? o rozwartoéci

a. Przez T = 7p oznaczmy pierwszy moment wyjscia W ze zbioru D. Udowodnij, ze

(a) Jesli a < 5 to Eu7 < 00 Vz € D.

(b) Jedli « > Z to E,7 =00 Vz € D.

Wskazéwki: (a) rozpatrzeé funkcje h(r, @) = r? sin(p(a+e—p)) we wspétrzednych biegunowych.
s

(b) Przyjoc o = 5 i korzystajec z zasady odbicia oszacowaé ogon .

SEINE

. Niech (X¢)t>0, (Ps)zer bedzie jednowymiarowym procesem dyfuzji, ze wspdtczynnikiem dy-

fuzji a i Wsp(’)lczynnikiem dryfu b (obie funkcje ciagle),przy czym a jest takie, ze a(z) > 0
dla kazdego x € R. Niech D = («, ) oraz T = 7p bedzie pierwszym momentem wyjscia z D.
Wykaz, ze E,7 < oo oraz oblicz P, (X, = a) dla z € D.

. Niech (W)¢>0, (P.) bedzie rodzina Wienera w R?, D kula o érodku w zerze i promieniu R, a
T = 7p pierwszym moment wyjscia procesu Wienera z D. Oblicz E,7 dla z € D.

. Niech D bedzie potprzestrzenia w R4, D = {(x1,...,24): zq > 0}, d > 2. Znajdz jadro
Poissona dla D, tzn. taka funkcje h(z,y), ze kazde ograniczone rozwiazanie u zagadnienia
Dirichleta

1
5Au(m) =0, dlaz e D
u(z) = f(x) dla z € 0D

jest postaci u(x) = faD fy)h(z,y)dy dla dowolnej ciaglej i ograniczonej funkeji f : 9D — R.

11



