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1.

4**

7*

Niech 7, = {t(n t(n) .,t(n }, gdzie a = t(n) tﬁ”) < ... < t(n =b

bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a, b] oraz diam(7,,) = maxy |tk t(n 1

oznacza $rednice m,. Udowodnij, ze
(mp) = Z |Wt£n) — Wt§c@1‘2 —b—aprzy n — oo w L*(Q, F,P),

jesli diam(m,,) — 0 oraz S(m,) — b—a p.n., jesli ) diam(m,) < oco.

. Jedli funkcja f jest ciagla na [a,b] i ma wahanie ograniczone, to

kn
Jim Y F) - S =0,
k=1

jesli 6 > 0 oraz diam(m,) — 0.

. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskon-

czone wahanie na kazdym przedziale.

Wykaz, ze jesli M jest ciaglym martyngalem na [0,7] takim, ze My =
0 p.n. to trajektorie M maja p.n. wahanie skonczone na [0,7] wtedy i
tylko wtedy gdy M = 0. (Wskazéwka rozpatrze¢ najpierw przypadek gdy
sup; | M;| < C oraz Wahp 1)(M) < C p.n. korzystajac z tozsamodci

M} = Z |Mptjn — Mg—1ye/n|* + 22 M—1ytn (Mgt /n — Mg—1yt/n)-)
k=1 k=1

Wykaz, ze jedli f ma wahanie skoficzone na [a, ], to f(t) = f(a) + f1(t) —
fa(t), gdzie f1 i fo sa funkcjami niemalejacymi takimi, ze f;(a) = 0.

Niech f € Cl[a b]. Wykaz, ze f ma wahanie ograniczone oraz fab h(t)df (t) =
f h(t)f'(t)dt dla h ciagltych na [a, b].

Niech 7, bedzie ciagiem podzialéw jak w zadaniu 1 takim, ze diam(m,, ) —
0. Wykaz, ze jesli dla dowolnej funkcji g € Cla, b] istnieje granica

lim. Z g FE) = FE)

i jest skoficzona, to f ma wahanie ograniczone na [a, b].
Jaki rozklad ma zmienna fo (t)dWy dla h € L?0,T]?

Oblicz Cov( [y hy(t)dWy, [ ha(t)dW;) dla hy, he € L2[0,T].



10.

11.

12.

13.

14%*

Niech C, := (E|W;|P)Y/?. Wykaz, ze dla 0 < p < oo, przeksztalcenie
h—C;! fOT h(t)dW; jest izometrycznym wiozeniem L%([0,7]) w LP().

Wykaz, ze dla 0 <t < T i h € L?([0,T]) zachodzi
¢ T
/ h(s)dWs = / hIj4(s)dWs p.n.
0 0
Wykaz, ze dla h € C1[0,T], T < co zachodzi
T T
/ h(t)dW, = h(T)Wy — / B (t)Wdt p.n.
0 0

Wykaz, ze proces

t
Y, — (1—1t) [y 7=5dW, 0<t<1
0 t=1

ma takie same rozktady skonczenie wymiarowe co proces Z; = Wy — tW;
(most Browna).

Zalézmy, ze X = (Xi)i>0 jest procesem o przyrostach niezaleznych takim,
ze Xo = 01 X; — X; ~ Cauchy(t — s) dla 0 < ¢ < s. Przeprowadz
konstrukcje analogiczna do caltki Paleya-Wienera i zdefiniuj fOT h(t)dX;
dla h € L0,T]. (Uwaga: E|X;| = oo dla t > 0).
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1. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f o wahaniu skoficzonym na [a, b]
zachodzi [, f(s)df (s) = §(f*(b) — f*(a))-

2. Oblicz granice w L?() przy n — oo
8) k2o Wik /n(Wiksy/n — Wekm)
b) S0 0 Wittty (Wit 1)/n — Wekjn)-

3. Dla procesu stochastycznego X = (X¢).e[0,r] Oraz momentu zatrzymania
7 okreSlamy X7 = (X7 )¢cjo,7) Wzorem X[ := X, 5;. Udowodnij, ze
i) Jesli X ma trajektorie (prawostronnie)ciagle, to X7 tez ma trajektorie
(prawostronnie)ciagle.
ii) Jesli X jest procesem adaptowalnym i prawostronnie ciaglym, to X7
jest Frar C Fy adaptowalny.
iil) Jesli M jest prawostronnie ciaglym martyngalem, to M7 jest martyn-
gatem zaréwno wzgledem filtracji Fy, jak 1 Frag.

4. Niech (X,,)22, bedzie ciagiem zmiennych F,, adaptowalnych. Wykaz, ze
istnieje dokladnie jeden rozklad X, =Y, + Z, taki, ze (Y,,, F,) jest mar-
tyngalem, za$ Zy = 0 oraz Z, jest ciagiem prognozowalnym (tzn. F,_;
adaptowalnym). Ponadto X,, jest podmartyngalem wtedy i tylko wtedy,
gdy ciag Y, jest niemalejacy. W szczegdlnosci, jedli X, jest martyngalem
wzgledem F,,, to istnieje dokladnie jeden niemalejacy ciag Z,, zmiennych
prognozowalnych taki, ze Zyg = 0 oraz X2 — Z,, jest martyngalem.

5. Wykaz, ze kazdy proces prognozowalny jest progresywnie mierzalny.
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1.

Wykaz, ze jesli X € £%,0 <t < s < T oraz £ jest ograniczona zmienna
losowa F; mierzalng to EX 1, 4 € L2, oraz fts EXAW =¢ fts XdW (Uwaga:
[ XdW definiujemy jako fOT IgyXdWw).

. Wykaz, ze jesli 0 < t; < ... < t,, < T oraz & sa zmiennymi losowymi w

L*(Q), F, mierzalnymi to proces X := Y7 \' &I, 1,,,) nalezy do L3
oraz fot XdW = S0 (Wi ne — Wigne)-

Zalézmy, ze X jest procesem prognozowalnym, ciagtym w L? (tzn. t —
X, jest ciagta z [0,T] w L?(Q2)). Wykaz, ze wowczas X € L% oraz dla
dowolnego ciagu podzialéow 0 = tén) < tgn) < ... < t,(;) = T o $rednicy
zbiegajacej do zera zachodzi dla t < T

kn—1

T
E Xt(n)(Wt(n) — Wt(n)) — / XdW
—o k k1 k 0

w L?(Q) przy n — oo.
Oblicz [, WdW;.

Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze ET < co. Wykaz, ze
Io.n) € L% oraz [} Ijg - (s)dW, = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, = 0
oraz EW? = Er.

Dla a,b > 0 okreSlmy 7 := inf{¢ : |W;| = avb+t}. Wykaz, ze 7 < o0
p-n. oraz ET < oo wtedy i tylko wtedy gdy a < 1. Ponadto dla a < 1,

2
__ _a’b
Er=+5.

Niech £ bedzie zmienna losowa o skonczonej wariancji taka, ze E€ = 0.
Wykaz, ze istnieje moment zatrzymania 7 taki, ze W, ma ten sam rozktad
co & oraz ET = E£2.

Niech X € A2, 0 <t < s < T oraz £ bedzie zmienna losowa JF;, mierzalna
(niekoniecznie ograniczong). Wykaz, ze X1y € A3 oraz f: EXAW =
¢/ ts Xdw.

Znajdz proces X € A2 taki, ze fot XdWy nie jest martyngatem.
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1.

10.

. Wykaz, ze dla M,N € M

Niech I; = In(X): = fot XdM, gdzie M € M?° oraz X € £. Wykaz, ze I
jest ciaglym martyngatem, Iy = 0 oraz E|I7|? = EfOT X2d(M)s.

. Wykaz, ze (M7) = (M)™ dla M € M?*¢ i dowolnego momentu zatrzyma-

nia 7.

¢ oraz dowolnego momentu zatrzymania 7

zachodzi (M7, N7) = (M",N) = (M,N7) = (M, N)T.

. Niech h bedzie dowolng funkcja o wahaniu ograniczonym na przedziale

[a, b], zas f, g funkcjami ciaglymi na [a, b]. Okredlmy G(s f g(t
dla a < b Wrykaz, ze G ma wahanie ograniczone oraz f f(s dG( )

fabf(s dh(s).

. Niech M; = fot W2dW,. Jak wygladaja przestrzenie £2 (M) i A2 (M)?

Niech X; : f(f L th Uzasadnij, ze proces X jest dobrze okreslony.
Oblicz wartosé oczeklwanad i funkcje kowariancji X.

. Niech A bedzie pewna klasa proceséw adaptowalnych na [0,7T) taka, ze

jesli X € A to X € A dla dowolnego momentu zatrzymania 7. Przez
Aloe 0znaczamy wéwcezas klase tych proceséw adaptowalnych na [0,7) dla
ktorych istnieje rosnacy ciag momentow zatrzymania 7, taki, ze 7, — T
oraz X™ € A dla wszystkich n.

a) Wykaz, ze jesli X € Ao to X7 € Ajo dla dowolnego momentu zatrzy-
mania 7

b) WykaZ, ze (Aloc)loc = -Aloc

c) Wykaz, ze jesli A jest liniowa to Ao tez jest liniowa.

. Wykaz, ze M{, . = ./\/11202

a) Wykaz, ze kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest martynga-
tem.

b) Wykaz, ze kazdy nieujemny calkowalny ciagly martyngal lokalny jest
nadmartyngatem.

c¢) Podaj przyktad nieujemnego calkowalnego ciaglego martyngaltu lokal-
nego, ktory nie jest martyngalem.

. Niech M,N € M¢ oraz X € AZ(M) N AZ(N). Udowodnij, ze X €

AZ(M + N) oraz [ Xd(M + N) = [ XdM + [ XdN.

Niech M € Ml’c oraz X € A2 (M). Wykaz, ze dla dowolnego momentu
zatrzymania 7 zachodzi

/XdM /XdMT /XIOT]dM /X]OT]dM

W% szczegolnosc1 jesli procesy X 1Y pokrywaja sie na przedziale [0, 7], to
([ XdM)™ = ([YdM)"
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1.

Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci przedstaw f W2dW, jako
wyrazenie nie zawierajace calek stochastycznych.

Oblicz (W1, W?2), edzie W', W? niezalezne procesy Wienera.

Niech X bedzie martyngatem lokalnym takim, ze |X;| < Y dla wszystkich
t oraz EY < co. Wykaz, ze X jest martyngatem.

Niech f bedzie funkcja klasy C? na R2?, korzystajac z wzoru Ito oblicz
df<t7 Wt)

Niech Z; = exp(A\W; — \?t/2). Wykaz, ze dZ; = N\Z;dW; tzn. Z; = 1 +

A Jy ZdW.

Niech 0 = (03,j)1<i<m,1<j<a bedzie macierza proceséw z A?. Okreslamy
wéwezas [ odW jako m wymiarowy proces (2?21 01;dW;j, ..., Z?Zl OmidW;).
Niech Z = (Z1,...,Zm) = [odW + [bdt, gdzie b = (by(t),...,bn(t))
proces m wymiarowy ciggly, adaptowalny. Dla f: R? — R klasy C? oblicz
korzystajac z wzoru Ito df (7).
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1.

7*

Niech g: R? — R bedzie funkcja klasy C?, G zbiorem otwartym ograniczo-
nym w R? oraz z € G. Okre$lmy 7 := inf{t: W; + 1 ¢ G}. Korzystajac ze
wzoru Ito wykaz, ze jesli g jest harmoniczna w G to h(W] + ) jest mar-
tyngatem. Pokaz, ze wystarczy zakladaé, iz ¢ jest C? w pewnym otoczeniu
domknigcia G.

. Wykaz, ze dla 3-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R3,a # 0 proces

X; = |[W; — a|™! jest martyngalem lokalnym, ale nie jest martyngaltem.
Ponadto X jest nadmartyngatem oraz zbiega do 0 w L! i prawie na pewno.

. Wykaz, ze 2-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R?,a # 0 proces

X; = In|W; —a| jest martyngalem lokalnym. Wywnioskuj stad, ze z praw-
dopodobienstwem 1 proces W; omija punkt a, ale trajektoria procesu jest
dowolnie bliska punktu a.

. Wykaz, ze d-wymiarowy proces X startujacy z zera o trajektoriach cia-

glych jest procesem Wienera wzgledem filtracji Fs wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnego u € RY oraz s < t zachodzi E(exp(i(u, X; — X;))|Fs) =

exp(—(t — s)[|ul*/2) p-n..

. Zalézmy, ze My, Ms, . .., Mg sa ciaglymi martyngatami lokalnymi startuja-

cymi z zera takimi, ze (M;, M) = 0; xt. Wykaz, ze M = (M1, Ma, ..., My)
jest d-wymiarowym procesem Wienera.

. Wykaz, ze d-wymiarowy proces X startujacy z zera o trajektoriach cia-

glych jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
A € R? proces exp((\, X;) — || A]|?t/2) jest martyngatem lokalnym.

Niech T' < oo oraz X = (Xi)ogt<r bedzie procesem prognozowalnym
takim, ze dla pewnej liczby catkowitej m > 1 zachodzi

T
E/ X?™(s)ds < 0.
0
Wykaz, ze X € L% oraz M = [ XdW jest martyngalem takim, ze
T
EMZ™ < (m(2m — 1))me—1E/ X2mds

0

(Wsk. Wz6r Ito i nieréwno$¢ Holdera)

. Niech W = (W1,... , W9) bedzie d-wymiarowym ruchem Browna, a R; =

|[W|. Wykaz, ze
(i) .
a) By := Z?Zl Ot V‘;%dWS’ jest jednowymiarowym procesem Wienera;

b) R; = fg %ds + B (R; jest nazywane procesem Bessela.)
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1. Wykaz, ze dla a > 0 proces X; = £eb* + ﬁfot ePt=9)dW, jest jedynym
rozwiazaniem réwnania dX; = bX,dt++/adW; z warunkiem poczatkowym
Xo = & Jedli b < 0 oraz & ma rozktad N(0, 5¢) to X; jest procesem
stacjonarnym (proces Ornsteina-Uhlenbecka)

2. Zalézmy, ze A(t) jest ciagla funkcja na [0, 7] o wartosciach w macierzach
m xm, o(t) jest ciagla funkcja na [0, 7] o warto$ciach w macierzach m x d
za$ a(t) jest ciagla funkcja na [0, 7] o wartoéciach w R™. Niech S(t) bedzie
jedynym rozwiazaniem réwnania

as(o)

22 = ABSWM: S(0)=1.

Ponadto niech W bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, a £ zmienna
losowsg niezalezna od W. Wykaz, ze

t
@ €(0) = SO+ | 57 Gals)i
jest rozwigzaniem réwnania deterministycznego

dff )= AW +alr); €0) =€

b) §+/ St s)ds+/0 S~ (s)o(s)dWy)

jest jedynym rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego
3. Niech o bedzie funkcja ciggla na R? o wartoéciach w macierzach d x d, a
b(z) funkcja ciagla z R w R?, ponadto niech a = go”. Niech

d

_ 0% f
Litw) = Zb (%] 3 Z axzaxj

j=1 1,j=1

oraz D bedzie otwartym pozdbiorem R?. Rozpatrzmy réwnanie
dX; = b(X3)dt + o(Xy)dWy, Xo = .

Dla x € D oraz procesu X; bedacego rozwigzaniem powyzszego réwnania
okreslmy
=inf{t > 0: X; ¢ D}.

Wykaz, ze jedli istnieje funkcja f klasy C? okreélona na pewnym otoczeniu
domkniecia D oraz ¢ > 0 takie, ze f > 0 na D oraz Lf < —c na D to
ET < o0.



4.

8*

9*

Przy zatozeniach i oznaczeniach z zadania 2 zatézmy, ze D jest pozbiorem
pasa {y: |y1| < R}, by jest funkcja ograniczona na D oraz aq,1(y) > a > 0.
Wykaz, ze ET < co. (Wsk. Rozpatrzy¢ funkcje f(x) = coshrR — coshrzy.

Niech D bedzie wnetrzem kata w R? o rozwartosci a, X; = W; + z dla
pewnego x € D, a T oznacza pierwszy moment wyjsécia przez X z D. Udo-
wodnij, ze

a) Jedli a < 7/2 to ET < o0,

b) jesli a > 7/2 to ET = o0

Wsk. a) rozpatrzyé funkcje f(r,¢) = r?sin(p(a + ¢ — ¢)) we wsp. biegu-
nowych, b) Przyja¢ o = 7/2 i obliczy¢ ogon 7 z zasady odbicia.

Przy oznaczeniach i zalozeniach zadania 2 zalézmy dodatkowo, ze D jest
obszarem ograniczonym oraz X; = X[ i 7 = 7,. Niech g bedzie funkcja
ciagla w D, a h ciagla na 0D oraz v(x) bedzie rozwiazaniem réwnania

{Lv( x)=g(x) ze€D
(x) =h(z) x€dD

Zalézmy, ze v przedtuza sie do funkcji klasy C? na otoczeniu domkniecia
zbioru D. Wykaz, ze

ole) = BRXE) - [ gx2)ds.

Zatéimy, ze d = 1, D = (o, 8) oraz a(z) = o(x) > § > 0 dla x € (, ).
Oblicz P(X? = a) dla z € (o, 3).

Niech M bedzie ciaglym martyngatem lokalnym takim, ze lim; o (M, )¢
oo p.n. Dla 0 < t < oo definiujemy czasy zatrzymania 7(t) wzorem

T(t) :=inf{s > 0: (M)s > t}.
Wykaz, ze proces By := M) jest jednowymiarowym procesem Wienera.

Zatézmy, ze M jest ciaglym martyngalem lokalnym na [0, 7). Wykaz, ze
a) na zbiorze {{(M)r < oo} istnieje p.n. skonczona granica lim;,p_ M;
b) na zbiorze {(M)r = oo} p.n. zachodzi limsup, ., M; = oo oraz
liminf; ,7_ M; = —o0.
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1.

Znajdz taka miare probabilistyczna Q na (€2, fg’l), by proces (W;+2t4)o<i<1
byl procesem Wienera wzgledem Q.

Niech Z = Zy+ A+ M,Y = Yy+ B+ N beda ciaglymi semimartyngatami.
Definiujemy calke Stratonowicza wzorem

t t
1
/YsodZs ::/ Y,dZ, + = (M, N).
0 0 2

Pokazaé, ze jesli f jest funkcja klasy C na R to
(Zy) = f(Zo) / (Zs) o dZ,.

Pokazac, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania oraz dowolnym ciggu
= {t(n) t(n .,t,(::)} podzialéw odcinka [0, ¢] takim, ze diam(7,) — 0

zachodm
Y (n) + Y (71)

kn t
Z N (Z,m —Zt(n>)—>/ Y, o dZ,
it i 0

Jj=1

przy n — oo wedlug prawdopodobiefistwa.

. Niech g oznacza miar¢ Wienera na C([0,1]) (tzn. rozklad wyznaczony

przez proces Wienera na [0,1]). Dla h € C([0,1]) okre$lamy nowa miare
fu, wzorem pup(A) = u(h + A)

a) Wykaz, ze jesli h(t fo s)ds dla 0 < t < 1oraz g € L?[0, 1] to miara
Ly jest absolutnie Clagla Wzglgdem 1L oraz znaleié gestosé.
b*) Jesli h nie ma powyzszej postaci to p i up sa wzajemnie singularne.

10
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1. DLa T < oo rozpatrzmy rownanie
dX; =b(t, Xp)dt +dW;, 0<t<T, Xp=0. (1)

Niech U bedzie procesem Wienera na (2, F, P), Z; = exp(fot b(s,Us)dUg —
fot b2 (s,Us)ds/2), Wy = Utffot b(s, Us)ds. Stosujac twierdzenie Girsanowa
wykaz, ze jeSli EZpr = 1 to istnieje miara probabilistyczna Qp taka, ze
para (U, W) jest stabym rozwiazaniem (1) na (2, F,Qr) (z X =U).

2. a) Zalézmy, ze f, € C?(R) spelniaja warunki f,,(0) = f,(0) = 0,0 < f// <
n, f"(z) =ndla x| <n 2(n—1)oraz f,”(x) =0 dla |z| > n=2(n + 1).
Niech

1 t
v, = 5/ FI(W)dW,.
0

Wykaz, ze jesli « jest odpowiednio duze, to Y;(ka) — L; p.n. przy k — oo
oraz zbieznos¢ jest jednostajna na kazdym przedziale ograniczonym.
b) Wywnioskuj stad, ze

1
klim ika|{s €10,¢]: |Wy| < =%} = Ly pn.
c) Wykaz, ze

1
= lim — : < ..
L, sho+ 25\{86 [0,]: [Ws| <e}| pn

i zbiezno$¢ jest jednostajna na przedziatach ograniczonych.

3. Wykaz, ze dla a € R istnieje proces L{ ciagly, niemalejacy, nieujemny
taki, ze

¢
Wi — a| = |a —|—/ sgn(Wy — a)dWy + L{ p.n..
0
Ponadto 1
4 = lim — : —al < ..
L 111(1;1+ 26|{8 €[0,t]: |Wys —a| <e}| pn

£—

4. Udowodnij, ze
1 t
iL? = (Wt - a)+ —a 7/ I[a,oo) (WS)dWS
0
t
= (W; —a)” —at +/ I oo (Wo)dW, pon..
0

5* Wykaz, ze da sie wybraé taka wersje czaséw lokalnych L¢, by proces
(t,a) — L¢ byt ciagly wzgledem pary parametréw (a,t) € R x RT.

11



Zadania z Proces6w Stochastycznych II - 10

1. Wykaz, ze d-wymiarowy proces X = (X, ..., X(4) jest procesem Wie-
nera wzgledem ustalonej filtracji F; Wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej
funkeji f € C?(R?) proces (X; — fo Af(Xs)ds, Ft) jest martyngalem
lokalnym.

2. Niech M = (MW, ..., M@) bedzie taki, ze My = 0, M) € M{ _ oraz
dla1<14,j <d,

t
<M(i)7M(j))t:/ 209 ds.
0

i) Wykaz, ze macierz Z = (zéi’j))i,j@ jest symetryczna i nieujemnie okre-

$lona. Wywnisokuj stad, ze istnieje macierz proceséw Qs = (qgi’j))LKd

taka, ze Q7' = QT oraz A, = Q7' Z,Q, jest macierza diagonalna. Niech
Q. = diag(\", . .. /\(d))
ii) Zdefiniujmy N Zk 1f0 B av® . Wykaz, ze

t
(N®, NGy, — %/ NCER
0

iii) Niech B = (BM, ..., B¥) bedzie d-wymiarowym procesem Wienera
niezaleznym od N. Okredlmy

()
W' / {k(l)>0}\/7 / 0 o}d

Wykaz, ze W jest procesem Wienera oraz N fo A/ A dW( 2
iv) Okreslmy X(”) (”))\( 7) , udowodnij, ze

M =3 / XEDaw,
j=0"0

12



