Kolokwium ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
5 grudnia 2024, grupa I
Sposérod ponizszych szeSciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u géry
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa I). Kazde z zadan
bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw omdéwionych na wykladzie
i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach W = (W;):>0 oznacza proces Wienera.

1. Znalezé funkcje f i g takie, ze (5W — W2 + f(t)W; + g(t))¢>0 jest martyngatem
wzgledem filtracji generowanej przez W.

2. Martyngal (M;):>0 ma trajektorie ciagle, My = 2 oraz limsup,_, ., My = co. Ponadto
(M7 —1°/%)4>¢ tez jest martyngatem. Niech 7 = inf{t: |M;| = 7}. Obliczyé¢ P(M, = 7)
oraz Er%/4,

3. Martyngat (M;);>0, o prawostronnie ciaglych trajektoriach, jest zbiezny w L' przy
t — 0o. Wykazaé, ze proces X; = M, sin(M}) jest zbiezny prawie na pewno i w L'
przy t — oo.

4. Dla jakich a € R proces
Wi

= I 1 10))°

jest zbiezny do zera przy t — oo
i) wg prawdopodobienstwa,

i) w L1,

iii) prawie na pewno?

5. Proces (X¢)t>0 jest zadany wzorem

t
X ::/ sin(s)dWs.
0

i) Czy (X;) ma przyrosty niezalezne?

ii) Czy (X;) ma przyrosty stacjonarne?

iii) Czy proces (X;) ma modyfikacje, ktérej trajektorie sa z prawdopodobienstwem 1
4/9-holderowsko ciagle na kazdym przedziale skonczonym?

6. Niech 7 :=inf{t > 0: W2 =1t+8}.
i) Wykazaé, ze P(T < 00) = 1 oraz ET = occ.
ii) Obliczy¢ [ WdWs.



Kolokwium ze Wstepu do do Analizy Stochastycznej
5 grudnia 2024, grupa II
Sposérod ponizszych sze$ciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u géry
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa II). Kazde z zadan
bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw omdéwionych na wykladzie
i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach W = (W;):>0 oznacza proces Wienera.

1. Znalezé funkcje f i g takie, ze (3W2 — 5W2 + f(t)W; + g(t))i=0 jest martyngatem
wzgledem filtracji generowanej przez W.

2. Martyngal (My):>0 ma trajektorie ciagte, My = 3 oraz limsup,_,,, M; = co. Ponadto,
(M7 —t*/3)4>¢ tez jest martyngatem. Niech 7 = inf{t: |M;| = 5}. Obliczyé¢ P(M, = 5)
oraz Er%/3,

3. Martyngat (M;);>0, o prawostronnie ciagtych trajektoriach, jest zbiezny w L' przy
t — oo. Wykazaé, ze proces X; = M; cos(M}}) jest zbiezny prawie na pewno i w L'
przy t — oo.

4. Dla jakich a € R proces
Wi

= I 1 10))°

jest zbiezny do zera przy t — oo
i) prawie na pewno,

ii) wg prawdopodobienstwa,

i) w L'?

5. Proces (X¢)t>0 jest zadany wzorem
t
X = / cos(s)dWs.
0

i) Czy (X;) ma przyrosty stacjonarne?

ii) Czy (X;) ma przyrosty niezalezne?

iii) Czy proces (X;) ma modyfikacje, ktérej trajektorie sa z prawdopodobienstwem 1
3/7-holderowsko ciagte na kazdym przedziale skonczonym?

6. Niech 7 :=inf{t > 0: W2 =1t+6}.
i) Wykazaé, ze P(T < 00) = 1 oraz ET = occ.
ii) Obliczy¢ [ WdWs.



