Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa I, 10 lutego 2017

Cze$é zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach.

1. Niech X = (X¢)¢>0 bedzie procesem gaussowskim o §redniej zero, ktérego funkcja kowariancji
spelnia nieréwno$é

1> Cov(Xy, X,) > e lt751",

Wykaz, ze X ma ciggla modyfikacje oraz kazda taka modyfikacja ma trajektorie lokalnie ~y-
Holderowskie dla dowolnego v < 1/8. ( Wskazéwka. Moze sie przydaé nieréwnosé e > 1+ x.)

2. Proces M, jest martyngalem o trajektoriach ciagtych takim, ze My = 3 oraz M? — t3/2 jest
martyngalem. Niech 7 = inf{t: |M;| = 8}. Wykaz, ze 7 < co p.n. oraz oblicz P(M, = 8) i
Er3/2.

3. i) Uzasadnij, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX; = 3Xydt — 5cos Xy dWy, Xo=7

ma dokladnie jedno rozwiagzanie.
ii) Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C? taka, ze |f’(z)| < C(1+ |z]), gdzie C jest pewna
stala dodatnia. Znajdz taka funkcje g : R — R, Ze proces

M, = (X)) /0 9(X,)ds

jest martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngatem?
4. Wykaz, ze ciag zmiennych losowych dany wzorem
5n
1/k k—1
Spi= Y = (W% + Wil) (Wﬂ - W@)
2\n = n = n =
k=3n+1

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa. Przedstaw jego granice w jak najprostszej postaci.

5. Wykaz, ze proces
Wi— %

14 Jye3We=%ds

Xy

spelnia rownanie stochastyczne

dX; =3X,dW, — X?dt, Xo=1.



10.

. 1) Znajdz liczbe a € R taka, ze miara Q dana wzorem

Q(A) :]E<]lAexp <a+/0532dW5)>.

jest miara probabilistyczna na (2, F).
ii) Jaki ma rozklad zmienna W5 — W3 wzgledem Q7

Czesé testowa

. (2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;);e;.
. (5pkt) Niech M, = [ \/5W2Z + 1dW, i N, = [, W, dM,. Oblicz dla 0 < s < t,
EMth T eieieiieiiiiiieee 5 ENt R 5 Var(Nt) R L R LR R T TR T
. (3pkt) Podaj definicj¢ momentu zatrzymania 7 oraz o-ciala F. wzgledem filtracji (F)¢>o-
. (2pkt) Uzupelnij sformutowania

i) Kazdy nieujemny martyngal lokalny jest ........cccccoeeerenrenn.
ii) Kazdy ograniczony martyngal lokalny jest ............c.ccocee...

. (3pkt) W zaleznosci od rzeczywistego parametru « oblicz

Wi(lnlnt)>

lim sup 72

t—oo

. (3pkt) Niech X; = t*W, i Y; = P dWs. Oblicz (X,Y ), =
o "Vs

. (4pkt) Oblicz E(W2|Wy) = ...... oraz EetW1+2iWs —

. (3pkt) Zmienna W3 + f; s dWs ma rozklad

. (3pkt) Znajdz proces X; o wahaniu ograniczonym na przedziatach skoficzonych taki, ze Xo = 0

oraz cos(t?W;) — X; jest martyngatem lokalnym, X; =......ccccevvvinnrnen.

(2pkt) Podaj twierdzenie Levy’ego o charakteryzacji procesu Wienera.



Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa II, 10 lutego 2017

Cze$é zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach.

1. Niech X = (X¢)¢>0 bedzie procesem gaussowskim o §redniej zero, ktérego funkcja kowariancji
spelnia nieréwno$é

1> Cov(Xy, X,) > e 1t751",

Wykaz, ze X ma ciggla modyfikacje oraz kazda taka modyfikacja ma trajektorie lokalnie ~y-
Holderowskie dla dowolnego v < 1/6. ( Wskazéwka. Moze sie przydaé nieréwnosé e > 1+ x.)

2. Proces M, jest martyngatem o trajektoriach cigglych takim, ze My = —1 oraz M? — t4/3 jest
martyngalem. Niech 7 := inf{¢: |M,;| = 10}. Wykaz, ze 7 < oo p.n. oraz oblicz P(M, = 10) i
Er4/3.

3. i) Uzasadnij, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX; = 5X; dt + cos X; dWy, Xo=2

ma dokladnie jedno rozwiagzanie.
ii) Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C? taka, ze |f(z)| < C(1+ |z]), gdzie C jest pewna
stala dodatnig. Znajdz taka funkcje g : R — R, Ze proces

M, = (X)) /0 9(X,) ds

jest martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngatem?
4. Wykaz, ze ciag zmiennych losowych dany wzorem
6n
1/k k—1
Spi= Y = (W% + Wﬁl) (Wﬂ - W@)
2\n = n = n =
k=4n+1

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa. Przedstaw jego granice w jak najprostszej postaci.

5. Wykaz, ze proces
eSWf‘*%

1+ f(f W24

Xy

spelnia rownanie stochastyczne

dX; =5X,dW, — X2dt, Xo=1.



10.

. 1) Znajdz liczbe a € R taka, ze miara Q dana wzorem

Q(A) =E (]lAeXp <a+/07deS>) .

jest miara probabilistyczna na (2, F).
ii) Jaki ma rozklad zmienna W7 — Wy wzgledem Q7

Czesé testowa

. (2pkt) Podaj twierdzenie Levy’ego o charakteryzacji procesu Wienera.

. (2pkt) Uzupelnij sformutowania

i) Kazdy ograniczony martyngal lokalny jest .......cc.cccoceenneene
il) Kazdy nieujemny martyngal lokalny jest .......c..cccceeeeenee.

. (5pkt) Niech M, = [¥\/2W2 + 3dW, i N; = [/ W, dM,,. Oblicz dla 0 < s < ¢,
0 u 0
]EMSMt e 3 IENt S iiiiiiciiiiiiiiienan 3 Var(Nt) S iiiiiiiiiiiiiiiiinaes
. (4pkt) Oblicz E(W2|Ws) = ...... oraz EetW1+3iWs —

. (3pkt) Zmienna Wy + f05 s dW, ma rozklad

. (3pkt) Znajdz proces X; o wahaniu ograniczonym na przedziatach skoficzonych taki, ze Xo = 0

oraz sin(t3W;) — X; jest martyngatem lokalnym, X; =.....cccccoorvrernne

(3pkt) Podaj definicje momentu zatrzymania 7 oraz o-ciala F, wzgledem filtracji (F3)¢>o-

. (3pkt) W zaleznosci od rzeczywistego parametru « oblicz

limsup — 0t —
P t1/2(Inlnt)

. (3pkt) Niech X; = (t +1)°W, i Y; = [ W*dW,. Oblicz (X,Y), =

(2pkt) Podaj definicje jednostajnej catkowalnosci rodziny zmiennych losowych (X;)e;.



