Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa I, 25 stycznia 2012

Cze$é zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé pieé i pelne rozwigzanie kazdego z nich napisaé na osobnej kartce
podpisanej u gory imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i numerem grupy (grupa I).

1.

(8pkt) Niech 7, = inf{t > 0: |W| = Vat + 7}.
a) Wykaz, ze 7, < oo p.n. dla a > 0.
b) W zaleznosci od parametru a > 0 oblicz E,.

. (8pkt) Proces M jest dany wzorem

t
Mt:/ VW2 + 2dW,.
0

a) Jakie procesy naleza do przestrzeni £Z(M) i A2.(M)?
b) Niech N, = f(f |W,|dM,. Oblicz EN; i Cov(Ng, Ny). (Uwaga: EW;t = 3).

(8pkt) a) Wykaz, ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie X = (X;);>o stochastycznego réwnania réznicz-
kowego

1

1+

z warunkiem poczatkowym Xg = 1.

b) Znajdz funkcje b i o takie, ze proces Y = 2

X spelnia réwnanie
dY, = o(Y;)dW, + b(Y,)dt.
(8pkt) Znajdz proces (A;)i>0 0 wahaniu ograniczonym na przedzialach ograniczonych taki, ze Ag = 0 oraz

proces M; = sin(t?W;) — A; jest martyngatem lokalnym. Czy proces A jest wyznaczony jednoznacznie?
Czy M jest martyngalem?

(8pkt) Wykaz, ze ciag zmiennych losowych

5n

1
> 3 (Wk5/n + W(5k71)/n> Wi = Wi—1)/n)
k=n-+1

jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice.

. (8pkt) Proces (X,Y) jest rozwiazaniem dwuwymiarowego réwnania stochastycznego

dX; = sin(X, + Y,)dW}, dY; = cos(X; + Y;)dW?
Xo=Yo=0,

gdzie (W', W?) oznacza dwuwymiarowy proces Wienera. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a i b takie,
ze a Xy + bY; jest procesem Wienera.

Prosze obrécié strone by zobaczy¢ czesé testowg egzaminu



10.

11.

Cze$é testowa

. (4pkt) W zaleznosci od parametru o € R wyznacz
. Wy
imsup — =
t—>oop te

. (2pkt) Podaj definicj¢ martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F)e>o0
(2pkt) Podaj sformulowanie twierdzenia Kolmogorowa o istnieniu ciagtej modyfikacji procesu.

. (3pkt) Proces X = (X;):>0 jest modyfikacja procesu W2 — t. Wynika stad, ze (podkreél wlaiciwe odpo-
wiedzi): X jest ciagly w L?, X jest martyngalem, X jest procesem gaussowskim, X ma ciagle
trajektorie.

(4pkt) Proces (W + 3v/t + 1)o<i<2 jest procesem Wienera wzgledem miary probabilistycznej Q danej

Wzorei

Q(4) =
. (3pkt) Przedstaw ponizsza caltke w postaci nie zawierajace]j calek stochastycznych
t
/ Weaw, =
0
(3pkt) Proces M = (My)>0 jest ciaglym martyngatem. Podkresl warunki, ktére implikuja zbieznosé M

w Ly przy t — 00: sup;5gEM? < 0o, sup,soE|[M;| < oo, Esup,sq|M;| < oo, zbieznosé M; wedlug
rozktadu przy t — oo.

(3pkt) Zmienna [ e~2*dW, ma rozklad
(2pkt) Zmienne aW; + 3Wy oraz W5 — bW, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

(2pkt) Podaj definicje sigma ciala F.

(2pkt) Sformutuj twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej dla calki stochastycznej.



Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa II, 25 stycznia 2012

Cze$é zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan prosze wybraé pieé i pelne rozwigzanie kazdego z nich napisaé na osobnej kartce
podpisanej u gory imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i numerem grupy (grupa II).

1.

(8pkt) Niech 7, = inf{t > 0: |W| = Vat + 10}.
a) Wykaz, ze 7, < oo p.n. dla a > 0.
b) W zaleznosci od parametru a > 0 oblicz E,.

. (8pkt) Proces M jest dany wzorem

t
M, — / 22+ 1dW,.
0

a) Jakie procesy naleza do przestrzeni £ (M) i A2.(M)?
b) Niech N, = f(f |W,|dM,. Oblicz EN; i Cov(Ng, Ny). (Uwaga: EW;t = 3).

(8pkt) a) Wykaz, ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie X = (X;);>o stochastycznego réwnania réznicz-
kowego

1

1+

z warunkiem poczatkowym Xg = 1.

b) Znajdz funkcje b i o takie, ze proces Y = e3

X spelnia réwnanie
dY, = o(Y;)dW, + b(Y,)dt.
(8pkt) Znajdz proces (A;)i>0 0 wahaniu ograniczonym na przedzialach ograniczonych taki, ze Ag = 0 oraz

proces M; = cos(t?W;) — A; jest martyngatem lokalnym. Czy proces A jest wyznaczony jednoznacznie?
Czy M jest martyngalem?

(8pkt) Wykaz, ze ciag zmiennych losowych

4n

1
> 5 (Wl?/n + W(qu)/n) Wisn = Wi—1)/n)
k=2n+1

jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice.

. (8pkt) Proces (X,Y) jest rozwiazaniem dwuwymiarowego réwnania stochastycznego

dX; = cos(X; — V) dW}, dY; = sin(X; — Y;)dW}
Xo =Yy =0,

gdzie (W', W?) oznacza dwuwymiarowy proces Wienera. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a i b takie,
ze aXy + bY; jest procesem Wienera.

Prosze obrécié strone by zobaczy¢ czesé testowg egzaminu



10.

11.

Cze$é testowa

. (2pkt) Podaj sformulowanie twierdzenia Kolmogorowa o istnieniu ciaglej modyfikacji procesu.

(3pkt) Przedstaw ponizsza catke w postaci nie zawierajacej calek stochastycznych
¢
/ W2dW, =
0

(2pkt) Zmienne aW; + 2W3 oraz Wy + bW, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

(3pkt) Proces M = (My)>0 jest ciaglym martyngatem. Podkresl warunki, ktére implikuja zbieznosé M
w Ly przy t — oo: zbieznodé M, wedlug rozkladu przy t — co,  sup;soE[M;| < oo, sup,5q EM? < oo,
Esup, g [ M| < oo.

(2pkt) Sformutuj twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej dla calki stochastycznej

(3pkt) Zmienna [ e~**dW, ma rozklad

(2pkt) Podaj definicje martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F¢)¢>o0
(2pkt) Podaj definicje sigma ciata F.

(4pkt) Proces (W 4+ /3t + 2)o<t<1 jest procesem Wienera wzgledem miary probabilistycznej Q danej
wzorem

Q(4) =
(4pkt) W zaleznosci od parametru « € R wyznacz

. Wy
limsup — =
(0%
t—oo

(3pkt) Proces X = (X;);>0 jest modyfikacja procesu W72 — t. Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe odpo-
wiedzi): X jest procesem gaussowskim, X jest martyngalem, X jest ciagly w L?, X ma ciagle
trajektorie.



