Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej, grupa I, 7 lutego 2025
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposérod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (W;) oznacza proces Wienera.

1. Niech .
M;=5 +/ s3dW, oraz T =inf{t > 0: [M;| = 8}.
0
i) Znalezé taka funkcje f(t), ze M? — f(t) jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej
przez proces Wienera.

i) Wykazaé, ze 7 jest momentem stopu i 7 < oo p.n.
iii) Obliczyé E77.

2. Niech X; = fot e?WsdW,. Znalezé wszystkie procesy ciggle A; i B; o wahaniu skoficzonym
na przedzialach ograniczonych takie, ze A9 = By = 0 oraz procesy M; = sin(X;) — A,
N; = 3%+~ Bt g3 martyngatami lokalnymi. Czy M; jest martyngatem?

3. Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych dany wzorem

™ k
Sn 1= k:%;l o Wirm (Wi N Wégl)

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa. Przedstawié jego granice w jak najprostszej postaci.

4. Wykazaé ze istnieje dokladnie jeden proces (X;);>o taki, ze

Xt t t
. (X o
arctg(t) + 5 /o sin( X, )dWs + /0 cos(Xs)ds

Jakie stochastyczne rownanie rézniczkowe spelnia ten proces?
5. Zalézmy, ze (Wt(l)7 I/Vt(z)7 Wt(g)) jest tréjwymiarowym procesem Wienera oraz
t
X, = / sin(WM)dw 2,
0

Dla jakich liczb a € R istnieje Y € A2 taki, ze proces (aX; + fot YSdWs(S))t;o jest procesem
Wienera?

6. i) Wykazaé, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX; = dW; + 5sin(Xy)dt, Xo=0

ma doktadnie jedno rozwiazanie.
ii) Znalez¢ miare probabilistyczna Q taka, ze proces (X¢)ic(o,3), bedacy rozwiazaniem powyz-
szego réwnania, jest procesem Wienera na przedziale [0, 3] wzgledem Q.

Prosze obréci¢ kartke, by wypelnié cze$é testowa egzaminu!



10.

Cze$é testowa (20pkt)

(2pkt) W zaleznosci od rzeczywistego parametru « obliczyé

e W
liminf ——— =
t—oo (tlnlnt)®

. (2pkt) Podaé definicje martyngatu lokalnego (My);>0 wzgledem filtracji (F)¢>o-

. (2pkt) Uzupeié sformulowania

Kazdy ograniczony martyngat lokalny jest ........cccccoovviiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnes
Kazdy nieujemny martyngal lokalny jest ...................

. (2pkt) Podaé definicje nawiasu skosnego ciaglego martyngaltu lokalnego (M;)¢>o.

. (2pkt) Uzupetnic¢ sformulowanie nieréwnoéci maksymalnej Dooba. Dla martyngatu (M¢)e[o,3)

o prawostronnie ciaglych trajektoriach zachodzi

B osup |[Mi* < oo
t€0,3]

. (2pkt) Niech X = fooo e 5%dW,. Wéwczas zmienna X marozktad..................... oraz Cov(X, W3) =

(2pkt) Niech 7 = inf{t > 0: fot W8ds = 6} oraz X = [ W2dW,. Wowczas
E(X —3)% =i

. (2pkt) Przedstawié¢ ponizsza caltke w postaci nie zawierajacej calek stochastycznych:

t
/ Weaw, =
0

. (2pkt) Podaé nastepujace dwie definicje:

Proces (X;)i>0 jest modyfikacja procesu (¥2)i>0, JESI wovveriiiiniiiiiiiiiiiicceec

Procesy (Xt)t>0 1 (Yi)i>0 sa nieodréznialne, jeSli .....cooevveiiiiiiiiniiiniiiiiininiieiceen

(2pkt) Sformulowaé twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu ciaglej modyfikacji procesu



Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej, grupa II, 7 lutego 2025
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (W;) oznacza proces Wienera.

1. Niech .
M, =3 +/ s'dW, oraz T =inf{t > 0: |[M;| = 5}.
0
i) Znalezé taka funkcje f(t), ze M? — f(t) jest martyngalem wzgledem filtracji generowanej
przez proces Wienera.

i) Wykazaé, ze 7 jest momentem stopu i 7 < oo p.n.
iii) Obliczy¢ E7°.

2. Niech X; = fot e 3Ws dW,. Znalezé wszystkie procesy ciagle A; i By o wahaniu skoiczonym
na przedzialach ograniczonych takie, ze Ay = By = 0 oraz procesy M; = cos(X;) — Ay,
N; = e2Xt+Bt g5 martyngatami lokalnymi. Czy M, jest martyngatem?

3. Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych dany wzorem

6n k
S, = k:;;l Swi, (WL - W)

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa. Przedstawié jego granice w jak najprostszej postaci.

4. Wykazaé ze istnieje dokladnie jeden proces (X;);>o taki, ze

Xt t t
arcta() 73 /0 cos(X)dWs + /0 sin(X;)ds

Jakie stochastyczne rownanie rézniczkowe spelnia ten proces?
5. Zalézmy, ze (Wt(l)7 I/Vt(z)7 Wt(g)) jest tréjwymiarowym procesem Wienera oraz
t
Xo = [ coswaws®,
0
Dla jakich liczb a € R istnieje Y € A2 taki, ze proces (aX; — fot YSdWs(S))t;o jest procesem
Wienera?
6. i) Wykazaé, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dXt = th - 3COS(Xt)dt, XO =0

ma doktadnie jedno rozwiazanie.
ii) Znalez¢ miare probabilistyczna Q taka, ze proces (X¢)ic(o,3), bedacy rozwiazaniem powyz-
szego réwnania, jest procesem Wienera na przedziale [0, 3] wzgledem Q.

Prosze obréci¢ kartke, by wypelnié cze$é testowa egzaminu!



10.

Cze$é testowa (20pkt)

. (2pkt) Podaé nastepujace dwie definicje:

Proces (X;)i>0 jest modyfikacja procesut (¥2)i>0, JESI woveriiiiniiiiiiiiciiiicc e

Procesy (Xt)t>0 1 (Yi)i>0 sa nieodréznialne, jeSli .....cooevveiviiiiieniiiiiiiiienicniiiieeeen

. (2pkt) Sformulowaé twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu ciaglej modyfikacji procesu

. (2pkt) W zaleznosci od rzeczywistego parametru « obliczy¢

lim su L =
thp (tInlnt)e o

. (2pkt) Uzupetnic¢ sformulowanie nieréwnosci maksymalnej Dooba. Dla martyngatu (M;).eqo,5

o prawostronnie ciaglych trajektoriach zachodzi

B osup |[M]% < oo,

t€0,5]
. (2pkt) Niech X = > =25 dW,. Wowezas zmienna X ma rozktad.......ccoeevee..... oraz Cov(X,W3) =.cccceeeeo.
0
. (2pkt) Niech 7 = inf{t > O: "W8ds = 10} oraz X = [/ W2dW,. Wéwczas
0 S 0 s
E(X 4+5)2 =i,
(2pkt) Przedstawié¢ ponizsza caltke w postaci nie zawierajacej calek stochastycznych:
t
/ Weaw, =
0
. (2pkt) Uzupelnié¢ sformutowania

Kazdy nieujemny martyngal lokalny jest ........cccoooeiiiiiiiiiin.
Kazdy ograniczony martyngat lokalny jest ......cccccoovveiiiiiiiiinnnnninnnnnnnn.

. (2pkt) Podaé definicje martyngaltu lokalnego (My);>o wzgledem filtracji (F)¢>o.

(2pkt) Podaé definicje nawiasu skos$nego ciaglego martyngalu lokalnego (My);>o.



