Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa I, 13 czerwca 2014

Czes¢ zadaniowa

Sposérdd ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisa¢ ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i za-
dania. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty
udowodnione na wyktadzie i éwiczeniach.

1. Znajdz funkcje b(x) i o(z) takie, ze proces

t
X; = W3t <3+5/ e_WS+§ds> .
0

spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dW;.
Czy réwnanie to ma inne rozwiazanie z warunkiem poczatkowym Xy = 37
2. Znajdz taka miare probabilistyczna Q na F3V, by proces
Xy =W7 —t(AW; + 1)+ 4%, 0<t<3
byl martyngalem na (9, 73V, Q).

3. Zmnajdz proces (A¢)i>0 o wahaniu ograniczonym na przedzialach skonczonych taki, ze Ag = 0
oraz proces

t
M; = W, sin (/ WdeS) — A
0
jest martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngatem?

4. Niech X; = exp(6W; — 18t) oraz

5n

Sn = Z |Xk/n_X(k—1)/n
k=4n+1

2

Wykaz, ze ciag S, jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice. Czy ciag
S, jest zbiezny w L'?

5. Zalézmy, ze (X;)1>0 jest ciaglym martyngatem lokalnym, zas (¥;):>0 $cisle dodatnim proce-
sem prognozowalnym takim, ze

(X)e = /Otst&

Wykaz, ze istnieje proces Wienera W taki, ze

t
Xi—Xo = / vV YsdWs.
0

Wsk. Rozpatrz proces fot v 2ax,.

6. Niech 7 = inf{t > 0: W; = 5 — 2t}.
i) Wykaz, ze 7 < o0 p.n.
ii) Oblicz Eexp(—67). (Wsk. exp(AW; — $A%t) jest martyngalem dla dowolnego parametru
A).

Obréé kartke, by wypelni¢ czes$é testowg egzaminu!



Czesé testowa

. (2pkt) Sformutuj twierdzenie o zbieznoéci martyngatéw w L2.

. (3pkt) Oblicz Cov(Wy + W5, Wy) = oraz E(W2 — 5W5|Wa) =
. (3pkt) Niech X = fooo(l + ¢)~4dW;. Oblicz Ee?X =

. (5pkt) Przedstaw nastepujace granice przy n — oo w jak najprostszej postaci:

n n n n
k=1
on k 3 P
W (Wi — Wies) —
=" "
. (4pkt) Niech X; = [; uW,dW,. Wowczas dla 0 < s < t, EX, = , Cov(Xy, X,) =
oraz (X, W), =

. (4pkt) Wyznacz wszystkie parametry g i v takie, ze

proces (e#*W;);>0 jest jednostajnie calkowalny

funkcje t — W; z prawdopodobiefistwem 1 sg hélderowskie na [0, 10] z wykladnikiem ~
Odpowiedz:

. (2pkt) Podaj nastepujace dwie definicje:
Proces (X¢):>0 jest modyfikacja procesu (Y:):>0, jesli
Procesy (Xt)i>0 1 (Y2)t>0 sa nieodréznialne, jesli

. (2pkt) Podaj definicje martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F)¢>o.



Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa II, 13 czerwca 2014

Czesé zadaniowa

Spoérdéd ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisa¢ ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i za-
dania. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0—7 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty
udowodnione na wyktadzie i éwiczeniach.

1. Znajdz funkcje b(x) i o(x) takie, ze proces
¢
X, = 2We2t <5 4 3/ 62WS+2sds> '
0

spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dXy = b(Xy)dt + o(Xy)dW;.
Czy réwnanie to ma inne rozwiazanie z warunkiem poczatkowym Xg = 57
2. Znajdz taka miare probabilistyczna Q na F3, by proces
X, =W7 —t(6W; +1)+ 9%, 0<t<2
byl martyngalem na (9, 73V, Q).

3. Znajdz proces (A;)i>0 o wahaniu ograniczonym na przedzialach skonczonych taki, ze Ag = 0
oraz proces

t
M; = W; cos (/ Wjdm) — A
0
jest martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngalem?
4. Niech X; = exp(3W; — 9¢/2) oraz

4n

Sn = Z | X5/ — Xk—1)/n ?
k=3n+1

Wykaz, ze ciag S, jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice. Czy ciag
S, jest zbiezny w L'?

5. Zalézmy, ze (Xy)i>0 jest ciaglym martyngatem lokalnym, zas (Y;);>0 $ci$le dodatnim proce-
sem prognozowalnym takim, ze

t
(0= [ vias
0

Wykaz, ze istnieje proces Wienera W taki, ze
t
X — Xo = / Y. dWs.
0

Wskazéwka. Rozpatrz proces fg Y, ldX,.

6. Niech 7 = inf{t > 0: W, =7 — }t}.
i) Wykaz, ze 7 < 0o p.n.
ii) Oblicz E exp(—67). (Wskazéwka: exp(AW; — £ A%t) jest martyngalem dla dowolnego para-
metru \).

Obréé kartke, by wypelnié¢ czes$é testowa egzaminu!



Czesé testowa

. (2pkt) Podaj definicj¢ martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F)¢>o.

. (4pkt) Wyznacz wszystkie parametry [ i v takie, ze

proces (e PW,);>0 jest jednostajnie catkowalny

funkcje t — W; z prawdopodobienstwem 1 sa holderowskie na [0, 5] z wykladnikiem ~
Odpowiedz:

. (5pkt) Przedstaw nastepujace granice przy n — oo w jak najprostszej postaci:

3n

k-1
S W (W~ W) B
k:1 n n n n
3n k
W (Wx —Wi) -
v "
. (3pkt) Oblicz Cov(W3 + W7, Wy) = oraz E(W2 + 2W,|W3) =
. (4pkt) Niech X; = [; u>W,dW,. Wowczas dla 0 < s < t, EX, = , Cov(Xy, X,) =
oraz (X, W), =

. (3pkt) Niech X = [°(1 + t)~3dW,. Oblicz Ee*X =

. (2pkt) Podaj nastepujace dwie definicje:
Procesy (X¢)i>0 1 (Y1)i>0 sa nieodréznialne, jesli
Proces (X;);>0 jest modyfikacja procesu (Y2)i>0, jesli

. (2pkt) Sformutuj twierdzenie o zbieznoéci martyngatéw w L2.



