Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa I, 19 czerwca 2010

Cze$¢ zadaniowa

Spoérdd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i pelne rozwigzanie kazdego z nich napisaé¢ na
osobnej kartce podpisanej u géry imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i numerem grupy (grupa

I).
1. (8pkt) Wykaz, ze ciag

2n
k
Sn=>_ HW]?/n(Wk/n — Wik—1)/n)
k=1

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice.

2. (8pkt) Znajdz miare probabilistyczng na (€, F3V) taka, ze proces (Wi + t3e®)o<i<a jest
procesem Wienera wzgledem Q.

3. (8pkt) Proces (X¢)¢>0 ma ciagle trajektorie, Xy = 0 oraz X —6t? jest martyngalem. Okregl-
my 7 := inf{t > 0: |X;| = (2t> + 10)'/*}. Oblicz Er2.

4. (8pkt) Rozwazmy réwnanie stochastyczne

3 1
dt + dW, Xo=0.

T 1+ X2 1+ X2

a) Wykaz, ze réwnanie to ma doktadnie jedno rozwiazanie.
b) Niech (X;);>0 bedzie rozwiazaniem tego réwnania. ZnajdZ niestala funkcje f € C?(R)
taka, ze f(X;) jest martyngalem lokalnym.

dX,

5. (8pkt) Zalézmy, ze
t t
X = / sin(Wy)dW, —l—/ cos(Ws)ds, t=0.
0 0
Zmajdz proces A o wahaniu ograniczonym na przedzialach skonczonych taki, ze Ag = 0 oraz

M; = Wiarctg(3X;) — A; jest martyngalem lokalnym. Czy M; jest martyngatem?

6. (8pkt) Proces (X;)1<i<2 jest gaussowski, ma $rednia zero oraz E|X; — X,| < 10(t — s)/*.
Wykaz, ze proces X ma modyfikacje ciagla. Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jej tra-
jektorii?

Czesc¢ testowa

1. (3pkt) Proces (Xi)i>o0 jest modyfikacja procesu W ;. Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe
odpowiedzi): proces X; ma trajektorie ciagle, proces X; ma przyrosty niezalezne, proces
X2 jest procesem Wienera, X; jest procesem gaussowskim.

2. (4pkt) Niech X; = fot e~ dW,,. Wéwezas Xy marozktad............... oraz Cov( Xy, Xs) =eeeriennnn.
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11.

(3pkt) Sformutuj twierdzenie Levy’ego o charakteryzacji procesu Wienera.

(2pkt) Podaj definicje nawiasu sko$nego dwéch martyngaléw lokalnych M i N startujacych
7 Z€ra.

(3pkt) Zalézmy, ze T jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F)¢>o. Ktore ze zmien-
nych losowych musza by¢ momentami zatrzymania wzgledem tej samej filtracji (podkresl):
72, 72+ 1, min{r + 2,27}, max{r — 1,0}.

(3pkt) Zalézmy, ze (My)i>o jest jednostajnie calkowalnym, cigglym martyngalem. Wynika
stad, ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi): sup, E|M;| < oo, M; jest zbiezny prawie na pewno,
M, jest zbiezny w L', M2 jest jednostajnie catkowalny, +/|M;| jest jednostajnie catkowalny.

(2pkt) Sformuluj prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera.

(3pkt) Niech T = inf{t > 0: [W;| = vt +5}. Wowczas [;° WedWonr =......

(2pkt) Gestosé zmiennej (Wa, Wr) wynosi g(z,y) =...........

(3pkt) Niech Z = [ e~ 2'W,dW,, wowczas EZ = ..., EZ? = ...

(2pkt) Sformuluj nieréwno$é maksymalna Dooba dla p-tych momentéw martyngaltu z czasem
ciaglym.
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Egzamin ze Wstepu do Analizy Stochastycznej
grupa II, 19 czerwca 2010

Cze$é zadaniowa

Spoérdd ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i pelne rozwiazanie kazdego z nich napisaé¢ na
osobnej kartce podpisanej u géry imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i numerem grupy (grupa
10).

1. (8pkt) Proces (X;);>0 ma ciagle trajektorie, Xo = 0 oraz X —5t2 jest martyngatem. Okresl-
my 7 := inf{t > 0: |X;| = (3t> + 6)/4}. Oblicz E72.
2. (8pkt) Wykaz, ze ciag

k2
Z Wi Wiy = Wik—1)/n)

jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa i znajdz jego granice.
3. (8pkt) Zalézmy, ze
t t
X, = / cos(Wy)dW +/ sin(Wy)ds, t>0.
0 0

ZmajdZ proces A o wahaniu ograniczonym na przedzialach skonczonych taki, ze Aqg = 0 oraz
M, = Wiarctg(2X;) — A; jest martyngatem lokalnym. Czy M, jest martyngatem?

4. (8pkt) Proces (X;)o<i<o jest gaussowski, ma $rednia zero oraz E|X; — X | < 4(t — s)/°.
Wykaz, ze proces X ma modyfikacje ciagla. Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jej tra-
jektorii?

5. (8pkt) Rozwazmy réwnanie stochastyczne
2 3

dt +
1+X7 7 1+ X7

a) Wykaz, ze réwnanie to ma dokladnie jedno rozwiazanie.
b) Niech (X;);>0 bedzie rozwiazaniem tego réwnania. ZnajdZ niestala funkcje f € C?(R)
taka, ze f(X;) jest martyngalem lokalnym.

dX, =

AW, X, = 0.

6. (8pkt) Znajdz miare probabilistyczna na (2, F3V) taka, ze proces (W; + t2e?!)o<i<a jest
procesem Wienera wzgledem Q.

Czesc¢ testowa

1. (3pkt) Sformulyj twierdzenie Levy’ego o charakteryzacji procesu Wienera.
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(2pkt) Sformutuj prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera.

(3pkt) Zalézmy, ze T jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F)¢>0. Ktore ze zmien-
nych losowych musza by¢ momentami zatrzymania wzgledem tej samej filtracji (podkresl):
min{7 + 3,37}, 7%, 7*+2, max{r —2,0}.

(3pkt) Niech 7 = inf{t > 0: |W;| = vt + 7}. Wowczas [;° WedWonr =......
(4pkt) Niech X; = fot e~ dW,,. Wéwezas X; marozktad............... oraz Cov (X, Xs) =oeerieennnnn.
(3pkt) Niech Z = [ e 3'W,dW;, wowczas EZ = ..., EZ% = ...

(3pkt) Zalézmy, ze (My)i>o jest jednostajnie calkowalnym, ciaglym martyngalem. Wynika
stad, ze (podkresl wladciwe odpowiedzi): \/|M;| jest jednostajnie catkowalny, M7 jest jed-
nostajnie catkowalny, supE|M;| < oo, M; jest zbiezny prawie na pewno, M, jest zbiezny
w L,

(2pkt) Sformuluj nieréwno$é maksymalna Dooba dla p-tych momentéw martyngaltu z czasem
ciaglym.

(2pkt) Gestos$é zmiennej (W3, Ws) wynosi g(z,y) =...........

(3pkt) Proces (X;)¢>0 jest modyfikacja procesu Wy2. Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe
odpowiedzi): X; jest procesem gaussowskim, proces X; ma trajektorie ciagle, proces X;
ma przyrosty niezalezne, proces X ; jest procesem Wienera.

(2pkt) Podaj definicje nawiasu sko$nego dwéch martyngaléw lokalnych M i N startujacych
7 Z€ra.



