Egzamin z proceséw stochastycznych
grupa I, 5 czerwca 2002

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W,);>o oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R, a N = (IVi)¢>0 proces Poissona z intensywnoscia A.

1.

10.

Proces (Xt)t>0 jest procesem gaussowskim. Ktére z ponizszych proceséw musza byé¢ gaus-
sowskie (podkresl wlasciwe odpowiedzi)?
Xi+ Xiqa; [ Xels 2 X5 XieXopr; tX0— X1

T 1 0 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F3):>o. Ktére z nastepujacych zmiennych
losowych musza by¢ momentami zatrzymania wzgledem tej filtracji (podkresl)?
TAo+1; (1—1)V0; 37; o2

Napisz réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych funkcji przejscia

Ps+t($71—‘) =

. Niech 7, = inf{t : W} > a}. Dla a > 0 oblicz P(7, < 1) =

Uzupenij nastepujace stwierdzenie: Proces (W2 —At); >0 jest martyngatem wzgledem filtracji
.7-"2; wtedy i tylko wtedy gdy A.......... , za$ nadmartyngalem wzgledem tej samej filtracji wtedy
i tylko wtedy gdy A..........

Czy nastepujace procesy sa procesami Markowa? W przypadku pozytywnej odpowiedzi po-
daj funkcje przejscia.
a) (Ni)izo

b) (t*Wi)i0

c) (SUPO<s§t Ni)i=o

d) (Supogsgt Wi)e>o0-

Jaki rozklad ma zmienna W7 — 2Wy + W3?
Dla 0 < ¢ < s oblicz E(N2 — N,|FL,) =
Dla 0 < t < s oblicz E(W3|FY)) =

(X¢)i>0 jest procesem Markowa z funkcja przejscia P .(-,-) takim, ze P(Xy = z) = 1. Dla
0 < s < t oblicz

P(XS S Fl,Xt S FQ) =.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Litera W (odpowiednio P) oznacz wlasnosci, ktére posiadaja prawie wszystkie trajektorie
procesu Wienera (odp. Poissona):
prawostronna ciaglto$¢  ciaglo$¢  rézniczkowalno$¢  monotonicznos¢  holderowskosé

Niech (My);>0 bedzie prawostronnie ciaglym martyngatem. Ktére z ponizszych warunkéw
implikuja istnienie prawie na pewno granicy lim;_, ., M;? (podkresl):
Viso My > 0; sup, EM; < oo; sup, E|M;| < oco; Esup, |M;| < co.

Napisz ktoras z wersji mocnej wlasnosci Markowa

Uzupetnij sformutowanie twierdzenia Kotmogorowa: (X¢)c(o,1) ma ciagta modyfikacje jesli
................................ K ottieiieiiiiieineineenienney PTZY CZYINL cevniiiiiiiiiiiiiineeinenneen,

Uzupelij: X = (X;)¢>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw E =
{1,2} z macierza przejscia
1 3+2e7% a(t)

Pt_%(?,se‘“ b(t) )

Woéwcezas a(t) =...cccoovvervvennenn. s b(t) =i Niech A bedzie generatorem pélgru-
py wyznaczonej przez X. Woéwczas dla f : E — R zachodzi Af(1) =..cccccniiinnennnn. ,

AF(2) S

Podaj definicje progresywnej mierzalnosci procesu (X;):>o wzgledem filtracji (Fy)i>o-

Niech (M;)t>0 bedzie prawostronnie ciaglym martyngalem. Ktére z ponizszych warunkéw
implikuja jednostajna catkowalnosé M; (podkresl):
zbieznoéé p.n. przy t — oo; zbiezno$é w Lt przy t — o0; Vim0 M; > 0; Esup, |M;| < oo.

Proces (Wilw,-1)t>0 ma ciagle trajektorie, modyfikacje ciagla, jest nieodréznialny od pro-
cesu ciaglego, jest procesem gaussowskim (podkresl wlasciwe odpowiedzi).

Podaj definicje rezolwenty potgrupy P!. Jaki zwigzek zachodzi miedzy rezolwenta a genera-
torem mocno ciaglej pétgrupy kontrakeji?



Egzamin z procesé6w stochastycznych
grupa II, 5 czerwca 2002

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W,);>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R, a N = (Ny);>0 proces Poissona z intensywnoscia .

1.
2.

10.

Jaki rozklad ma zmienna 2W; — 3Ws + W3?
Dla 0 < t < s oblicz E(W32 + W,|FY)) =
Dla 0 < ¢ < s oblicz E(NZ|FL,) =

Proces (Xt)t>0 jest procesem gaussowskim. Ktére z ponizszych proceséw musza byé gaus-
sowskie (podkresl wlasciwe odpowiedzi)?
X3y Xop — 26Xy ViXy; Xap +3Xys X Xoy;

Napisz réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych funkcji przejécia

PS_,_t(x,F) =

T 1 0 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F;):>o. Ktére z nastepujacych zmiennych
losowych musza by¢ momentami zatrzymania wzgledem tej filtracji (podkresl)?
(r=1)Vo; (1+1)A3; /13 bo.

Niech 7, = inf{t : W; > a}. Dla s > 0 oblicz P(1; < s) =

Uzupenij nastepujace stwierdzenie: Proces (A\W2 —t);>0 jest martyngalem wzgledem filtracji
]—"g wtedy i tylko wtedy gdy A.......... , za$ nadmartyngalem wzgledem tej samej filtracji wtedy
i tylko wtedy gdy A..........

Czy nastepujace procesy sa procesami Markowa? W przypadku pozytywnej odpowiedzi po-
daj funkcje przejscia.
a) (\/EWt)@O

b) (Nt)=o0

¢) (suppcs<t Wi)izo

d) (Supogsgt Ni)i>o-

Napisz ktoraé z wersji mocnej wlasnoéci Markowa



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Niech (M;)i>0 bedzie prawostronnie ciagglym martyngatem. Ktére z ponizszych warunkéw
implikuja istnienie prawie na pewno granicy lim; ., M;? (podkredl):
Viso My < 0; sup, E|M;| < co; sup, EM; < oo; Esup, |M:| < co.

(X¢)i>0 jest procesem Markowa z funkcja przejécia P .(-,-) takim, ze P(X; = z) = 1. Dla
1 < s <t oblicz

P(Xé el', X; € FQ) =.

Uzupetnij sformutowanie twierdzenia Kotmogorowa: (X¢)e[o,1) ma ciagta modyfikacje jesli
................................ K ooriiiieiiiieiineeieeiineeesy PTZY CZYTL cevieiiieciieiieciieeeineee

Litera W (odpowiednio P) oznacz wlasnosci, ktére posiadaja prawie wszystkie trajektorie
procesu Wienera (odp. Poissona):
ciagltos¢é  prawostronna ciggto§¢  monotonicznosé  rézniczkowalnosé — holderowskosé

Proces (Wiljw,|£2)¢>0 ma ciagle trajektorie, modyfikacje ciagta, jest nieodréznialny od pro-
cesu ciaglego, jest procesem gaussowskim (podkresl wlasciwe odpowiedzi).

Podaj definicje progresywnej mierzalnosci procesu (X;);>o0 wzgledem filtracji (F);>o-

Niech (M;)i>0 bedzie prawostronnie ciagglym martyngalem. Ktére z ponizszych warunkéw
implikuja jednostajna caltkowalno$é M; (podkredl):
Viso My > 0; Esup, |M;| < co; zbiezno$é p.n. przy t — oo; zbieznosé¢ w L przy t — oo.

Uzupehij: X = (X;);>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw E =
{1,2} z macierza przejicia

e ( o _b?teit ) |

Woéwcezas a(t) =..cococemeeeennnee. , b)) =i, Niech A bedzie generatorem pélgru-
py wyznaczonej przez X. Woéwcezas dla f : F — R zachodzi Af(1) =..ccconiinviinenn. ,

AF(2) oo,

Podaj definicje rezolwenty potgrupy P!. Jaki zwigzek zachodzi miedzy rezolwenta a genera-
torem mocno ciaglej pétgrupy kontrakeji?



