Egzamin z Proceséw Stochastycznych I
grupa I, 29 czerwca 2006

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R, a N = (IVy)¢>0 proces Poissona z intensywnoscia A.

Cze$¢ zadaniowa

Pelne rozwigzania ponizszych zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach.

1.

(8pkt) Dana jest jednorodna w czasie rodzina Markowa (X;);>0 na pewnej przestrzeni stanéw
E o funkcji przejscia P(-,-). Wiadomo, iz istnieje to > 0 oraz I' C F o tej wlasnosci, ze dla
kazdego x € E,

P,(X,, €T)<1/2.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby s > tg i dowolnego = € E,

P.(X,eT)<1/2.

(8pkt) Wyznacz wszystkie funkcje f : [0,7/2] — (0,00) takie, ze proces Xy = f(£)Wasin¢
ma przyrosty niezalezne na [0,7/2]. Czy istnieje f dla ktérego X jest procesem Wienera na
[0,7/2]?

(8pkt) Zalézmy, ze (Xi)i>o0 jest jednorodnym procesem Markowa o wartosciach rzeczywi-
stych i gestosci przejécia pi(z,y). Czy proces 5X3, jest procesem Markowa? W przypadku
twierdzacej odpowiedzi podaj funkcje przejécia dla tego procesu.

(8pkt) a) Znajdz wszystkie funkcje f(s) takie, ze (W3 — f(s)W) jest martyngalem wzgledem
naturalnej filtracji generowanej przez W;.
b) Czy istnieje wielomian stopnia trzeciego p(z) taki, ze p(W;) jest martyngalem wzgledem
naturalnej filtracji generowanej przez W;?

Czesé testowa

. (3pkt) Oblicz P(infogics Wy < —5) =

(3pkt) 7 jest momentem zatrzymania wzgledem .7-'22 takim, ze P(7 < o0) = 1. Wynika stad,
ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): EW, =0, EW,,1 =0, EW2<Er, EW? > Er.

(3pkt) Podaj warunki dostateczne dla tego, by rodzina Markowa (X;);>¢ 0 wartosciach rze-
czywistych miata mocna wlasno$é¢ Markowa wzgledem filtacji fgt L

. (3pkt) Ktére z ponizszych wlasnoéci implikuja zbieznoéé w L? przy t — oo martyngatu

(Xt)i>0 o ciagtych trajektoriach (podkresl): Esup, X? < oo, sup, EX? < oo, jednostajna
catkowalno$é (X;), jednostajna calkowalno$é (X7).



10.

11.

12.

(3pkt) Proces X ma te same rozklady skoficzenie wymiarowe, co proces Wienera W. Wynika
stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): istnieje proces Wienera bedacy modyfikacja X,
X jest procesem Markowa,  lim;_o, X;/t =0 p.n.,, X jest martyngalem wzgledem fé(t.

(3pkt) Ktére z ponizszych proceséw sa gaussowskie (podkresl): Wy +sint, (Wor+Wi) I, 2w, ,
(War + Wi)lw, >w,,,  WiWi.

(3pkt) Podaj gestosé dwuwymiarowej zmiennej losowej (Wa, Wr).

(5pkt) Oblicz
a) P(W2 —3W3 +4W, < 2) =

b) P(N5 = 3\]—'2[4) =

C) P(N4:N3>N1+1):
(3pkt) Niech A bedzie generatorem pélgrupy dla procesu Wienera W. Czy funkcja f(t) = et
nalezy do D(A)? Jesli tak, to oblicz Af =

(2pkt) Podaj definicje¢ progresywnej mierzalnodci procesu (X¢);eo,2] 0 wartoéciach rzeczywi-
stych.

(3pkt) W zaleznosci od o € R oblicz

. Wi
msup — =
e JHI

(4pkt) Uzupelnij: X = (X;)i>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw
E = {1,2} z macierza przejscia

pt_ 24e M b4ce ™
T a4 et 14get )¢

Wéwezas a =...... b= , €= oo ,d= ... , €= ..... = s § = e Jesli dodatkowo



Egzamin z Proces6w Stochastycznych 1
grupa II, 29 czerwca 2006

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W,);>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R, a N = (Ny)>0 proces Poissona z intensywnoscia A.

Czes¢ zadaniowa

Pelne rozwiazania ponizszych zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach.

1.

(8pkt) Wyznacz wszystkie funkcje f : [0,7] — (0,00) takie, ze proces X; = f(t)Wiin(¢/2) ma
przyrosty niezalezne na [0, 7r]. Czy istnieje f dla ktérego X jest procesem Wienera na [0, 7]?

(8pkt) a) Znajdz wszystkie funkcje f(s) takie, ze (W3 + f(s)W) jest martyngalem wzgledem
naturalnej filtracji generowanej przez W;.
b) Czy istnieje wielomian stopnia trzeciego p(zx) taki, ze p(W;) jest martyngalem wzgledem
naturalnej filtracji generowanej przez W;?

(8pkt) Dana jest jednorodna w czasie rodzina Markowa (X;) na pewnej przestrzeni stanéw
E o funkcji przejécia P;(-, ). Wiadomo, iz istnieje tg > 0 oraz I' C E o tej wlasnosci, ze dla
kazdego x € F,

P.(X;el)>1/2

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby s > t¢ i dowolnego x € F,

P, (X, eT)>1/2.

(8pkt) Zalézmy, ze (Xi)i>o jest jednorodnym procesem Markowa o wartodciach rzeczywi-
stych i gestosci przejécia pi(z,y). Czy proces 3X35, jest procesem Markowa? W przypadku
twierdzacej odpowiedzi podaj funkcje przejécia dla tego procesu.

Czesc¢ testowa

. (3pkt) Podaj gesto$é dwuwymiarowej zmiennej losowej (W3, Wy).

. (3p ore z ponizszych wlasnosci implikuja zbiezno$é¢ w przy t — oo martyngalu
3pkt) Kto iz h wi Sci implikuja zbiezno$é w L2 t t 1

(X¢)i>0 o ciaglych trajektoriach (podkredl): jednostajna calkowalnoéé (X;), jednostajna
catkowalnoéé (X?), sup, EX? < oo, Esup, X? < oo.

. (4pkt) Uzupelnij: X = (X¢)>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw

E = {1,2} z macierza przejscia

pt_ 1+2e 3 b+ ce 3t
- d—|—f€_3t g_|_e—3t :

Wéwezas a =...... b= , €= e ,d= ... , €= ..... = s = e Jesli dodatkowo



10.

11.

12.

(3pkt) Proces X ma te same rozklady skoficzenie wymiarowe, co proces Wienera W. Wynika
stad, ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): X jest procesem Markowa, X jest martyngalem
wzgledem fgt, istnieje proces Wienera bedacy modyfikacja X, lim;—oo X¢/t = 0 p.n..

(3pkt) Niech A bedzie generatorem pdélgrupy dla procesu Wienera W. Czy funkcja f(t) =
e~/ nalezy do D(A)? Jedli tak, to oblicz Af =

(3pkt) 7 jest momentem zatrzymania wzgledem .7-'22 takim, ze P(7 < c0) = 1. Wynika stad,
ze (podkresl prawidlowe odpowiedzi): EW?2 < Er, EW2 > Er, EW,,; =0, EW, =0.

(3pkt) Ktére z ponizszych proceséw sa gaussowskie (podkresl): W, Wy, (Wi —Wy)Iw,, 2w,
(War = Wi)lw,,>w,, Wi +sint.

(3pkt) W zaleznosci od « € R oblicz

limsup [¢t|*W; =

t—o0

(3pkt) ObliCZ P(infogtgg, Wt < —3) =
(5pkt) Oblicz

a) P(W1 —4W3 4+ 5W5 < 1) =

b) P(N; = 5\.7-2%) =

C)P(N4*1>N2:N1+1):

(2pkt) Podaj definicje progresywnej mierzalnodci procesu (X¢);e[o,5) 0 wartoéciach rzeczywi-
stych.

(3pkt) Podaj warunki dostateczne dla tego, by rodzina Markowa (X;):>0 o warto$ciach rze-
czywistych miata mocna wtasno$é Markowa wzgledem filtracji fgt ey



