Egzamin poprawkowy z proceséw stochastycznych
grupa I, 10 wrzeénia 2002

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R, a N = (IV})¢>0 proces Poissona z intensywnoscia A.

Cze$é zadaniowa
Pelne rozwigzania ponizszych 3 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach.

1. Proces (X;):>0 ma przyrosty niezalezne, przy czym EX; = 0, Var(X;) = t2. Oblicz Cov(X;, Xs).
Czy istnieje funkcja f(¢) taka, ze (X7 + f(t))i>0 jest martyngalem wzgledem filtracji fgt?

2. Czy (t*W;) jest procesem Markowa? Jedli tak to znajdz funkcje przejécia dla tego procesu.

3. (Xi)ogi<a jest procesem gaussowskim o Sredniej 0 takim, ze dla wszystkich s,¢ € [0,1] za-
chodzi
Var(X; — X,) < 24/t — s].

Wykaz, ze (X¢)ogt<1 ma modyfikacje o ciaglych trajektoriach.

Cze$é Testowa

1. Ktore z ponizszych proceséow sa gaussowskie (podkresl wlasciwe odpowiedzi)?
Wag; [Wels t2Wse +t; Nz WeWi.

2. 710 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F;)¢>0. Ktére z nastepujacych zmiennych
losowych musza byé momentami zatrzymania wzgledem tej filtracji (podkresl)?
2r Aoy 1% 2+1 (1—-1)V(c+1).

3. Napisz r6wnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych macierzy przej$cia (mozna przy-
jac, ze przestrzen stanéw to zbidr liczb naturalnych N).

Ps+i(2,y) =
4. Dla s > 0 oblicz P(supg; s Wr < 1) =

5. Jaki rozklad ma zmienna 2W; + 3Wy — 3W3?

6. Dla 0 < t < s oblicz E(e?N fgt) =

7. Ktore z nastepujacych proceséw sa martyngatami wzgledem filtracji (]:g )i>0 (podkresl)?
Wel; Wi +1; Wi+ Wh; 2W2 + 3W; — 2t



10.
11.

12.

13.

14.

15.

(X¢)i>0 jest procesem Markowa z funkcja przejécia Ps (-, -) takim, ze P(Xy = z) = 1. Dla
0 < s <t oblicz

P(X; < Xy) =.

Niech (M;);>0 bedzie nieujemnym prawostronnie ciaglym martyngalem. Wynika stad, ze
(podkresl wlasciwe odpowiedzi):

M, jest zbiezny prawie na pewno przy t — oo; M, jest zbiesny w L' przy t — oo;
Esup, >, | M| < oo SUP;>0 E|M;| < .

Oblicz P(Nl < Ng) T T oraz P(Nl < N3) ST OSSO .

Podkredl pary zmiennych losowych niezaleznych:
{Wo, W3 — Wa}s {Ws, W3 — Wa}; {Wy + Wa, W3 — Wa}.

Niech (M})i>0 bedzie prawostronnie ciagtym martyngalem takim, Ze sup, EM? < oo.
Wynika stad, ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi):

Esup;5o M7 < oo; EM; = 0; (M;)e>o0 jest jednostajnie calkowalny; EMZ? < EM? dla
s<t.

(Xt)t>0 jest procesem takim, ze P(X; # W;) = 0 dla wszystkich ¢ > 0. Wynika stad, ze
proces (X¢)i>o0 (podkresl wlasciwe odpowiedzi):

jest procesem gaussowskim; ma ciagle trajektorie; ma modyfikacje ciagla; ma przyrosty
niezalezne; jest procesem Markowa.

Podaj definicje funkeji przejscia Ps (z,T').

Podaj definicje pélgrupy operatoréw kontrakeji na przestrzeni Banacha (F, ||-||) oraz zdefiniuj
generator (operator infinitezymalny) takiej pétgrupy.



Egzamin poprawkowy z proceséw stochastycznych
grupa II, 10 wrzes$nia 2002

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera

w R,

a N = (Ni)¢>0 proces Poissona z intensywnoscia A.

Cze$é zadaniowa

Pelne rozwigzania ponizszych 3 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach.

1.

. Proces (X;
X

. Dla 0 <t < s oblicz E(e™™e

Czy ((1 4+ t)Wy)i>0 jest procesem Markowa? Jesli tak to znajdz funkcje przejscia dla tego
procest.

. (Xt)ogi<a jest procesem gaussowskim o $redniej 0 takim, ze dla wszystkich s,t € [0, 1] za-

chodzi
Var(X; — X5) < /|t — 3.
Wykaz, ze (X:)ogt<1 ma modyfikacje o ciaglych trajektoriach.
)i>0 ma przyrosty niezalezne, przy czym EX, = 0, Var(X;) = v/t + 1. Oblicz

Cov(Xt, Xs). Czy istnieje funkcja f(t) taka, ze (X7 + f(t))t>0 jest martyngalem wzgledem
filtracji fgt?

Cze$é Testowa

. (X4)i>0 jest procesem takim, ze P(X; # W;) = 0 dla wszystkich ¢ > 0. Wynika stad, ze

proces (X;)i>o0 (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
jest procesem Markowa; jest procesem gaussowskim; ma ciagle prawie wszystkie trajektorie;
ma modyfikacje ciaglta; ma przyrosty niezalezne;

. Jaki rozklad ma zmienna 4W7 + 2Ws — 2W3?

. Ktore z ponizszych proceséw sa gaussowskie (podkresl wlasciwe odpowiedzi)?

tWt2+W1; W3t; Wts; Nt; WtW1.

. 710 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F;);>0. Ktére z nastepujacych zmiennych

losowych musza byé momentami zatrzymania wzgledem tej filtracji (podkresl)?
TV (e —=3); V173 VJTALl 3t A(0c+1).

. Dla s > 0 oblicz P(supgg,cs Wi < 5) =

FY) =

. Napisz réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych macierzy przejscia (mozna przy-

jac, ze przestrzen stanéw to zbidr liczb naturalnych N).

ps+t(k7 l) =



10.

11.

12.
13.

14.

15.

Ktore z nastepujacych procesow sa martyngatami wzgledem filtracji (]:g )t>0 (podkresl)?
Wt + 3, |Wt‘, Wt + Wl; 5Wt2 + 2Wt — bt.

(X¢)i>0 jest procesem Markowa z funkcja przejscia Ps,(-,-) takim, ze P(Xy = 0) = 1. Dla
0 < s < t oblicz

P(X,+1>X,)=

Podaj definicj¢ funkeji przejscia Ps ((z,T).

Niech (M)i>o bedzie nieujemnym prawostronnie ciaglym martyngalem. Wynika stad, ze
(podkresl wlasciwe odpowiedzi):

M jest zbiezny prawie na pewno przy t — o0; sup;sq E[M;| < 00; Esupsq |[M;] < oo; M
jest zbiezny w L' przy t — oco.

Oblicz P(N2 > Ng) T oraz P(N2 > N3) i itiietiiietaieraeiraeiiaees .

Podkresl pary zmiennych losowych niezaleznych:
Wy, Wy — Wi} W3, Wy — Wz} {Wo+ W3, Wy — Wi}

Niech (M;)i>0 bedzie prawostronnie ciaglym martyngatem takim, ze sup,q EM? < oo.
Wiynika stad, ze (podkresl wlasciwe odpowiedzi):
Esup,- M? < 00; (My)iso jest zbiezny w L'; EM? < EM? dla s <t; EM, =0.

Podaj definicje potgrupy operatoréw kontrakeji na przestrzeni Banacha (F, ||-||) oraz zdefiniuj
generator (operator infinitezymalny) takiej pétgrupy.



