Nier6éwnosci Prékopy-Leindlera i Brunna-Minkowskiego.
Klasyczna nieré6wnos¢ izoperymetryczna.

Przez )\, oznaczamy n-wymiarowa miare Lebesgue’a.
Jesli p1 jest miara na (X, d), to okreSlamy dla dowolnego zbioru A miare wewnetrzna A:

i (A) = sup{u(C): C C A,C € B(X)}.

Uwaga. Miare wewnetrzna p,, wprowadzamy, by unikna¢ probleméw z mierzalnoscia sumy zbioréw
borelowskich. Daje sie jednak pokazaé, ze suma zbioréw borelowskich w R™, cho¢ nie musi by¢
borelowska, to jest mierzalna w sensie Lebesgue’a. Warto tez zauwazy¢, ze suma zbioréw zwartych
jest zwarta.

1. Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R,

/\1,*(14 + B) } /\1(A) + /\1(B)

2. Nieréwnos$é Prékopy-Leindlera.
Wykaz, ze jedli s € [0,1], f, g, h sa nieujemnymi funkcjami mierzalnymi na R™ takimi, ze

h(sz + (1= s)y) > f(2)°g(y)' ™" dlaz,y € R"

h(z)dx > ( f(a:)dw)s (/ g(x)dm)
R’!L R‘VL n
Wskazowki:

i) Dla n = 1 zauwaz, ze mozna zakladaé, ze sup, f(z) = sup, g(z) = 1 i wtedy [ f(z)dz =
i Mm{f > thdt, [g(z)de = [} M({g > t})dt oraz [ h(z)de > [) \({h > t})dt i mozna
stosowaé poprzednie zadanie.

ii) Krok indukcyjny. Ustalmy funkcje mierzalne f,g,h na R"*! i dla x,y € R rozpatrzmy
funkcie fo(-) = £(2, ), 9y() = 9(8:) i hug 1y (-) = (53 + (1= 8)y,) i wykorzystajmy dla
nich zalozenie indukcyjne.

to
1—s

3. Nier6éwno$é Brunna-Minkowskiego.
i) Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R™ i s € [0, 1]

Ms(8A+ (1= 8)B) = M (A)* N\ (B) 5.
ii) Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R”

Anw(A+ B)Y™ > N (A)Y™ + N (B)Y™.

4. Klasyczna izoperymetria.
Wykaz, ze jesli A jest zbiorem borelowskim w R™ takim, ze A, (4) = A\, (B(z,1)), to
i) Dla wszystkich ¢t > 0, A, (As) 2 A ((B(2,7))¢) = A (B(z, 7+ t)).
i) AP (A) > M (B(z, 7)) = M\—1(0B(z,1)).



Izoperymetria sferyczna.

Przez o, oznaczamy unormowana miare powierzchniowa na S™.

1. Symetryzacja dwupuktowa.
Niech zg bedzie ustalonym punktem S™ a H podprzestrzeniag w R™! wymiaru n, nie przecho-
dzaca przez xo. Wowcezas R\ H jest suma dwéch otwartych potprzestrzeni H zawierajacej
xo 1 H_ nie zawierajacej xo. Niech i = iy : S™ — S™ bedzie odbiciem wzgledem H. Okreslmy
dla mierzalnej, ograniczonej funkcji f: S™ — R

max{f(x), f(iz)} dlaxze Hy
fA(z) =< min{f(z), fGiz)} dlaze H_
f() dlax e H

Wykaz, ze

i) £1i ff maja ten sam rozktad wzgledem o,.

ii) Jesli f jest Lipschitzowska ze stata L, to f¥ tez jest Lipschitzowska ze stala L.

iii) [g. d(zo, ) f(z)don(x) > [4, d(wo,z) fH (x)doy () ponadto, jesli f jest ciagla, to réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy f = f.

2. Funkcje g na S™ nazywamy radialna (wzgledem ustalonego punktu zo € S™, jesli d(z,zg) <
d(y,xo) implikuje g(z) > g(y). Jesli f: S™ — R jest funkcja mierzalna ograniczona to jej
radialna symetryzacja nazywamy funkcje radialna f* taka, ze dist,, (f) = dist,, (f*). Udo-
wodnij, ze
i) Funkcja f* istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona z doktadnoscia do zbioru miary zero.
ii) Funkcja ciagla g jest radialna wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = g dla wszystkich H.

3. Ustalmy funkcje L-Lipschitzowska f: S™ — R i niech
A:={g: S" — R: dist,, (f) = dist,, (9), g L-Lipschitzowska}.

Ponadto niech m := infye 4 [g. d(zo, )g(2)do,(2). Udowodnij, ze
i) Istnieje ciag (gx) C A jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji g taki, ze fsn d(zo, x)gr(z)do,(x) —
m przy k — oo (skorzystaé z twierdzenia Arzeli-Ascoli).
ii) g € Aoraz m = [, d(wo,z)g(x)do,(z).
i) g = f*.
4. Tzoperymetria sferyczna.
Wykaz, ze jesli A jest zbiorem borelowskim w S™ takim, ze o,(A) = 0, (B(z0,r)), to
i) Dla wszystkich ¢ > 0, 0,,(As) > 0, ((B(z0,7))t) = on(B(zo, 7 + 1)).
ii) oF (A) > o (B(z,r)). Wskazéwka. Wykorzystaj fakt, ze symetryzacja radialna funkcji

n

max{t — d(z, A),0} jest 1-Lipschitzowska.

5. Wykaz, ze 0,(A) > L implikuje 1 — 0,,(4,) < /Ze” ("~ D/2,



Koncentracja dla proceséw i wektoréw gaussowskich.

Proces stochastyczny (X;)ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie jego skoficzenie wymia-
rowe rozkltady sa gaussowskie. Ponizej rozwazamy procesy indeksowane przez przeliczalne zbiory
stanéw, ogdlniej mozna rozwazaé procesy o$rodkowe (czyli np. procesy o ciaglych trajektoriach
indeksowane oérodkowsg przestrzenia).

1. Koncentracja proceséw gaussowskich. Zalézmy, ze (Gy)ier jest procesem gaussowskim,
indeksowanym przez przeliczalny zbiér indekséw T, takim, ze P(sup,cp Gt < 00) = 1. Okresl-
my

M := Medsup Gy, o :=sup(Var(G,))'/2.
teT teT
Wykaz, ze dla u > 0,

P(Squt >M+u
teT

1 2
P(squth—u) <1-o(" < 7eXp(_L),
g

teT 2 202
P(’ingGt —M’ > u) < 2(1—@(;)) <exp(— %)

Wskazowka: Rozpatrz najpierw przypadek, gdy T jest zbiorem skonczonym i skorzystaj z
izoperymetrii gaussowskiej.

2. Przy zalozeniach zadania 1 wykaz, ze

o
i) EsupGy < oo oraz |EsupGy — M| < —,
) teilc") ! ‘ te$ ! ’\\/277

ii) Var ( sup Gt) < sup Var(Gy),
teT teT

1 1
iii) tlim — 10g]P’<sup Gy > u) =5
—eeu teT o

iv) Eexp (a sup Gf) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy o < 952"

teT

Wektor losowy X o wartoSci w o$rodkowej przestrzeni Banacha F' nazywamy gaussowskim,
jesli dla dowolnego funkcjonalu ¢ € F* zmienna ¢(X) ma jednowymiarowy rozklad gaussowski.
Zalozenie o osrodkowosci F' ma charakter techniczny, stuzy uniknieciu probleméw z mierzalnoscia
(w nieos$rodkowej przestrzeni Banacha suma dwéch wektoréw losowych nie musi by¢ mierzalna).

Alternatywnie mozna zakladaé, ze norma w F jest wybijana przez przeliczalny ciag funkcjonaléw
o normie jeden.

3. (Koncentracja norm wektoréw gaussowskich)
Zatézmy, ze X jest wektorem gaussowskim w osrodkowej przestrzeni Banacha. Wéwczas dla



u >0,

u 1 u

B(IIX | > Med(|X[) +w) < 1 @(2) < sexp (= 5 ).
u 1 u2

B(IIX | < Med(|X[) —w) < 1-@(2) < sexp (— 5 ).
P([IX] — Med(|[ XD > w) <2(1—-a(2L)) < u?

(X1 = Med(|x])] > w) < 2(1 - 0(2)) <exp (- 55),

gdzie
o= {Var(gp(X))l/Q: o € F* || <1}
. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania mamy
o

Med(|| X)) — E||X]|| <
[Med(X]) - EIXI| < 2=

oraz dla p > 1 zachodzi
(E|IX[1P)"/? <E(|X]) + Cry/po,
gdzie C jest pewng stala uniwersalna. Wywnioskuj stad, ze dla statych uniwersalnych Cy, Cs,
1
(EIIX|P)/? > sup (Blp(X)P)/? > o, VPO
llell<1 2
oraz

(EIX[7)"” < E|IX] + Cs IlStulgl(E\<P(X)lp)””-
Plls



Nieréwnos$ci wyktadnicze.
Dla zmiennej losowej X okreslamy logarytm transformaty Laplace’a wzorem
Ax(A\) :=In(Eexp(AX)), AeR.

1. Nieré6wnos$¢ Hoeffdinga. Wykaz, ze jeSli X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi,
ze a; < X; <bjoraz S=>", X;, to
t2

)

dla l)2 = Zn (bl — ai)Q.

i=1

2. Niech Y; beda niezaleznymi wektorami losowymi w pewnej osrodkowe] przestrzeni Banacha
oraz S =Y " | Y;. Wykaz, ze

2

_ >1) < .
PIISI = ElS] > ¢) < 2exp(=gm5

)
dla D? =370 |Yil1%.-

3. Nieréwnos¢ Bernsteina. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej
zero, za$ 02, M < oo sa takie, ze

k!
E|X;|* < Eank—Z dlai>1, k> 2. (1)

Udowodnij, ze

A3 o2
n < i=1"1
AZiZIXi()\) exp (2(1 = )\D) dla M)\ <1

oraz wywnioskuj stad, ze dla t > 0,

n t2
P X;>2t)] <exp (— 7 ) )
(; z > 230 ol +2Mt

t2
IP’( 2 >t> <2€Xp(—22?_10_i2+2Mt).

>_Xi
i=1
4. Nier6wno$¢ Bernsteina dla zmiennych ograniczonych. Zalézmy, ze X; sa ograniczony-
mi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero. Wywnioskuj z poprzedniego zadania,

ze dlat > 0,
n t2
P X, >2t| < = |,
<; ) P < 202 + 2at/3)

gdzie 0% = Var(3>_ ; X;) =Y. | EX? oraz a = max; || X; || .




5. Méwimy, ze zmienna losowa X jest subwykladnicza, jesli EeM¥! < oo dla pewnego A > 0.
Wykaz, ze dla zmiennych subwyktadniczych

X |lw, :=inf{A>0: EeX/* <2} <00
oraz jesli X ma dodatkowo érednia zero, to

1

AxON) <4[X|1Z. 22 dlad< ——.

6. Nier6wno$é Bernsteina dla zmiennych subwykltadniczych. Zal6zmy, ze X; sa nieza-
leznymi subwyktadniczymi zmiennymi losowymi o §redniej zero. Wykaz, ze dla t > 0,

P X;>t] <exp| —min - ,
(; - ) < {16 D i 1Xl1, " 4 max || X, })

t2
<exp | — n .
( 165, [X:[3, + 4 max; ||Xi||@1>

7. Nier6wno$¢ Bennetta. Zalézmy, ze X; sa ograniczonymi niezaleznymi zmiennymi losowymi
o $redniej zero, 02 = Var(3;_, X;) = Y. EX? oraz a > max; || X;||c. Wykaz, ze dla A > 0,

[ V)

(e* —Xa—1)

@M‘ Q

Ay, x W<

oraz wywnioskuj stad, ze dla t > 0,

- o2 [ta t ta
P (in > t) < exp <a2h (02>> < exp <2aln (1 + 02)> ,
=1

h(z):=(1+2)In(l+2z) — .

gdzie

8. Martyngalowa wersja nieré6wnosci Bennetta. Wykaz, ze dla martyngatu (My, Fi)jl_,
spelniajacego warunki

n
max || My, — My—1[loc <a i S IE((My, — Mi—1)?|Fr-1)lloo < 02,
k=1
zachodzi nieréwnosé

o /sa s sa
P(M,, — My > s) < exp (_a?h (02>> < exp (—% In (1 + ;)) )



Miary logarytmicznie wkleste.

1. Miare p na R™ nazywamy logarytmicznie wklestq jesli dla dowolnych dwu niepustych zbioréw
zwartych A, B i s € [0,1],

HAK + (1— $)B) > u(A)*u(B)' .

Udowodnij, ze

i) jesli K jest zbiorem zwartym wypuklym o niepustym wnetrzu to rozktad jednostajny na K
jest logarytmicznie wklesty,

i) jedli funkcja f: R™ — (—o00, 0] jest wypukta oraz miara p ma gestoéé g = e~/ to u jest
logarytmicznie wklesta,

iii) jesli miara logarytmicznie wklesta p ma ciagla gestosé g, to g jest logarytmicznie wklesta
(tzn. jest postaci jak w punkcie ii)).

Uwaga 1. Daje sie wykaza¢ znaczne wzmocnienie iii) - twierdzenie Borella méwi, ze jesli u
jest logarytmicznie wklesla i nie jest skoncentrowana na podprzestrzeni afinicznej nizszego
wymiaru, to ¢ ma logarytmicznie wklesta gestoscé.

2. Wykaz, ze nastepujace miary sa logarytmicznie wkleste:
i)afiniczny obraz miary logarytmicznie wklestej,
ii) produkt miar logarytmicznie wklestych,
iii) splot miar logarytmicznie wklestych,
iv) staba granica miar logarytmicznie wklestych,
v) rozklad gaussowski.

Uwaga 2. Mozna wykazaé, ze miary probabilistyczne logarytmicznie wkleste to stabe granice
rzutéw rozkltadéw jednostajnych na ciatach wypuktych.

3. Udowodnij, ze jesli p jest probabilistyczng miarg logarytmicznie wklesta oraz A jest zbiorem
symetrycznym wypuklym takim, ze pu(A) =a > 0, to dla r > 1,

1 — ay (+1)/2
1—pu(rd) < a( a) .
a
4. Wykaz, ze jedli X ma rozklad logarytmicznie wklesty a || - || jest dowolna norma na R™ to dla
p>1,
(EIIX|P)/? < CpE[ X,

gdzie C' jest stala absolutna.

5. Niech p bedzie symetryczng miara logwklesta na R z gestoscia g(z) taka, ze Var,(z) = L.
Wykaz, ze
i) istnieja stale uniwersalne C; i Cy takie, ze C;' < g(0) < Cy (wsk. rozpatrzeé dodatkowo
zg = inf{z > 0: g(z) < g(0)/e}),
ii) istnieje stala uniwersalna L taka, ze u jest L-lipschitzowskim obrazem symetrycznej miary
wykladniczej v.

6. Przeprowadz analogiczne rozumowanie dla miar logwklestych na prostej bez zalozenia syme-
trii.



7. Wykaz, ze jesli u jest produktowa miara logwklesta, to p spelania nier6wnosé¢ Poincaré ze stala
LCH®. | gdzie L jest stala uniwersalna, a CHY to stala w nieréwnoéci Poincaré dla funkcji
liniowych, tzn.

Cpn. .= sup Var,((u,)).

Poin
lul=1

Uwaga. Otwarty problem (Hipoteza KLS) méwi, ze tak jest dla dowolnych miar logwklestych.



10.

11.

Nieréwnos$ci rézniczkowe - uzupelnienia.

. Wykaz, ze dla funkcji Lipschitzowskich f: X — R,

/ IV fldp > / it ({a: f(2) > rhdr
X R

Wskazowka: Najpierw rozpatrzeé¢ ograniczone f, co mozna zredukowaé do przypadku f >
0. Rozpatrujac zbiory A(r) = {z: f(z) > r} i funkcje fi(x) = supy, )< f(y) wykaz, ze
{z: fi(z) > r} = A(r); oraz, ze

/ fo—f, /°° PA(r):) — p(A(r)
X 0

du =
P ¢ "

iprzejdz z t — 0+.

. Wykaz, ze nieréwno$é Cheegera implikuje nieréwnosé Poincaré ze stala 4c~2.

. Wykaz, ze jesli miara p spelnia logarytmiczna nieréwnos¢ Sobolewa ze stala C, to spelnia

nier6wno$¢ Poincaré z ta sama stala.

. Zmajdz optymalne stale w nieréwnosciach Poincaré i logarytmicznej Sobolewa dla miary gaus-

sowskiej z macierza kowariancji ¥ i srednia a.

. Wykaz, ze symetryczny rozklad wykladniczy v spelnia nieréwnos¢ Cheegera ze stalg ¢ = 1.

. Niech p bedzie miara na prostej, F(t) = u(—o00,t], zas p bedzie gestodcia jej czesci absolutnie

ciagltej. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
1) u spelnia nieréwnos$é Cheegera ze stala ¢ > 0,
1

ii) pu jest -lipschitzowskim obrazem v,

e . (x)
iii) essmfm > c.

Wykaz, ze jesli miary u,; spelniajg nieréwno$é¢ Bobkowa ze stalymi C;, to miara g ® - -+ ® pp,
spelnia nier6wnoé¢ Bobkowa ze stalg max; C;.

. Wykaz, ze nastepujace dwie wlasnoéci miary p sg réwnowazne dla ¢ > 0:

i) u(Ay) = ®(@(u(A)) + ct) dla dowolnego zbioru borelowskiego A it > 0,
ii) ut(A) > cI(u(A)) dla dowolnego zbioru borelowskiego A.

. Wykaz, ze jesli miara pu spelnia nierowno$¢ Bobkowa ze stala C, to zachodza réwnowazne

warunki z poprzedniego zadania z ¢ = 1/C.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb a,b € [0, 1],

a+b 1 (b—a)?

) <3 12(a)+T+%\/12(b)+@

i wywnioskuj stad, ze miara =, spelnia nieréwnosé Bobkowa ze stalg 1.

1(

Wykaz, ze I(t) ~ /2t /ln% przy t — 0+ i wywnioskuj stad, ze nieréwnosé Bobkowa implikuje
logarytmiczna nieréwnosé Sobolewa.



Nieréwnosci splotu infimum
. Wykaz, ze splot infimum funkcji mierzalnej i jednostajnie ciaglej jest jednostajnie ciagty.

. Dla miary probabilistycznej p na R™ okreslamy

A,(t) =InM,(t) = In / e dp(x)

oraz
A (t) = LA, (t) = sup{(s,t) — Au(s): s € R"}.

(Ogodlnie Lf(t) = sup,((s,t) — f(s)) nazywamy transformata Legendre’a funkeji f). Wykaz,

ze jesli (i, ) ma wlasnosé (1), to L(t)e > A,(t) + A, (—t). Jedli dodatkowo ¢ jest wypukla,

a p jest symetryczna, to Lo > 24, oraz p(t) < 2A7,(t/2).

. Udowodnij, ze dla symetrycznego rozkladu wykladniczego na R

2
AN =VI+E—1-Tn (7”2’5“) < min{s2, |¢]}.

Zatem znaleziona na wyktadzie funkcja kosztu dla miary v jest optymalna w klasie funkcji
wypuktych z doktadnoscia do statej.

. Wykaz, ze para (7, +|z[*) ma wlasnosé (1) oraz, ze p(z) = i|z|? jest optymalng wypukla

funkcja kosztu.
Wskazowka: Wykaz, ze funkcje F' = e_\¢|2/27 G = e_f_|x|2/2, H = efOp-lal’/2 spelniaja
F((x+1v)/2) > G(z)?H(y)*/? dla dowolnych z,y € R".

. Powiemy, ze miara p na R™ spelnia wypuklq nierownosé splotu infimum z funkcjq kosztu @,

jesli
/efuwd,u/e_fdu< 1

dla dowolnej wypuklej funkcji mierzalnej f na R™. Wykaz, ze
i) wypukla nieréwno$é splotu infimum sie tensoryzuje tak jak zwykla nieréwnosé splotu infi-
mum
ii) jesli p spelnia wypukla nieréwnos$é splotu infimum z funkcja kosztu ¢, to dla dowolnego
borelowskiego zbioru wypuklego A
1—pu(A+ By(t) < L -t
— e

T )
iii) jesli no$nik p ma $rednice nie wieksza niz A, to p spelnia wypukla nieréwnos¢ splotu
infimum z funkcja kosztu %,
iv) jesli p jest rozkladem jednostajnym na {a,b}" (lub ogdlniej dowolnym rozkladem produk-
towym o nosniku w [a, b]"™), zas A jest wypuklym podzbiorem [a, b]™, to

/exp <4(bia)2dist(x,A)2) dp < ﬁ

10



Nier6wnos$ci transportowe - uzupelnienia

W zadaniach ponizej zakladamy, ze X jest przestrzenia polska.

1.
2.

10.

Wykaz, ze W, < Wy dla 1 <p < g < 0.
Dla p > 0 i przestrzeni metrycznej (X, d) okre$lamy

Pp(X) = {p € P(X): /d(m,xo)pd,u < 00}

Wykaz, ze definicja P,(X) nie zalezy od wyboru punktu zy € X oraz W, jest metryka na
Pp(X).

. Udowodnij, ze funkcja v — W, (v, 1) jest pélciagla z dotu, tzn. jesli v, zbiega stabo do v, to

lim inf W, (v, p) > Wa(v, w).
n—oo

Niech p bedzie miarg probabilistyczng na X. Na X™ okredlmy l,-metryke wzorem d,(z,y) =
(3 h_y d(zk, yk)P)V/P. Wykaz, ze funkcja g, (z1,...,20) = Wyp(2 S0, 0py,pt) jest n=1/P-
lipschitzowska na (X", d,).

. Udowodnij, ze jesli X1, Xo, ... s niezalezne o jednakowym rozkladzie p1, oraz E,d(z, zo)P*e <

oo dla pewnego € > 0, to EW,, (L Y1 0, , )P = 0.

. Niech p > 1, p, pin, € Pp(X) oraz zp € X. Wykaz, ze Wp(fin, ) — 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy

pn, — p stabo oraz B, d(z x0)? — E,d(x z0)P.

Udowodnij mocne prawo wielkich liczb: jesli X7, X, ... sa niezalezne o jednakowym rozkladzie
1€ Py(X), p=>1, to Wy(L Y4 6x,, 1) — 0 pn.

. Zatézmy, ze W,(vjn) < (CH(v|p))'/" dla dowolnego v € P(X). Niech pa(C) := u(C N

A)/u(A). Wykaz, ze dla zbioréw borelowskich A, B C X o mierze dodatnie;.
dist(4, B) < Wy(jua, i) < (Cln(1/u(A)Y" + (CIn(1/u(B))Y/"

i wywnioskuj stad szacowanie 1 — u(Ay), jesli u(A4) =p € (0,1).

. Udowodnij nieréwnoé¢ Pinskera: Dla miar probabilistycznych i v na X

= vlfry = 2sup|(4) — v(4)] < V2H]W)

Niech p; beda rozktadami na R o dystrybuantach F;. Wykaz, ze

1

IFi(2) — Fa(a)|de = / PO - B

o0

Wi(pa, p2) :/

oo
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Zastosowania nieré6wnosci Talagranda

1. Zalézmy, ze X = Xy x ---X,,, funkcja F': X — R spelnia warunek
VeexTa— a(z)eSn— Nyex F + Zall{w #yi}

Wykaz, ze wowczas dla dowolnej probabilistycznej miary produktowej u na X,

w({|F = Med,, (F)| > t}) < 4e™*/* dla t > 0.

2. Zalézmy, ze zmienne X; sa niezalezne oraz u; < X; < v; prawie na pewno. Niech T bedzie
ograniczonym podzbiorem R"™,

—supZt X;, oraz = supZt —uZ

fGT teT

Wykaz, ze
2

t
P(|Z —Med(2)| > t) < 4dexp (—42> , E|Z —Med(Z)| < 4y/7o, Var(Z) < 1602
g

3. (Nieréwnos$é Chinczyna- Kahane’a) Niech €; beda niezaleznymi symetrycznymi zmiennymi ta-
kimi, ze P(e; = +1) = 3, za$ vy,...,v, wektorami w pewnej przestrzeni unormowanej F.

Wykaz, ze dla M = Med(|| S viEl)it>0

t2
g
gdzie

o= 3t o el <1 = fvar (o () ) o e <1}
i=1 i=1

Wywnioskuj stad, ze istnieje stata C' < oo taka, ze dla dowolnego p > 2,

<E

4. Niech X = (X;;)i j<n bedzie symetryczng macierza losowa taka, ze (X;;)ic; sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi i P(X;; = £1) = 1/2. Oznaczmy przez Amax(X) najwiekszg wartosé
wtasng X. Udowodnij, ze

i) Med(Amax(X)) > v/,
i) P(|Amax(X) — Med(Amax (X)) > t) < 4et7/32,

)

1/2

i€i i€

1/p
) <M+Cypo<(C+1)yp

12



5. Niech X = {0,1}" oraz u = py, gdzie p, = pdy + (1 —p)do. Zalézmy, ze zbior A C {0, 1}" jest
monotonicznie dziedziczny, tzn. jesli x € A to y € A dla wszystkich x < y. Wykaz, ze

dp(z,A) < D4 (x)\/N(z), gdzie N(z):=#{1<i<n:z =1},
za$ dy oznacza metryke Hamminga. Wywnioskuj stad, ze dla s > 0

i ({d (2, A) > 1)) € ——e~F + un({N(z) > }).

6. W sposéb losowy umieszczono m kul w n szufladkach (bez ograniczenia na liczbe kul w
szufladzce). Niech Z oznacza liczbe zajetych szufladek. Wykaz, ze
) EZ = n(1 - (1 - 1)),

i) P(|Z — Med(Z)| > t) < dexp(— =t ).

" Zmin{n,m}
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Calkowanie przez czeSci dla wektoréw gaussowskich
1. Niech f € CY(R™) oraz |f(z)| + |f'(z)| < Ce!l*” dla pewnego ¢ < 1/2. Wykaz, ze
Egf(9) =Ef'(9) dlag~N(0,1).

2. Niech f € C%(R") oraz dla ¢ > 0 istnieje C. < oo taki, ze |f(z)| + |[Vf(z)| < C.eflel’.
Udowodnij, ze dla dowolnego n-wymiarowego wektora gaussowskiego X o sredniej 0,

E(X,f(X)) = Zcov(Xi,Xj)E(,nC(X) dla1<i<n.

j=1

3. Zalézmy, ze X 1Y sa niezaleznymi n-wymiarowymi wektorami gaussowskimi o éredniej zero
oraz

Zt) =VIX +V1—tY 0<t<1.

Wykaz, ze dla f € C%(R") takiej, ze dla ¢ > 0 istnieje Ce < oo, f(z)+|Vf(z)|+ [Hessf(z)| <
Caee"”‘z zachodzi

e rza) = L Zn:(co (Xi, X;) — Cov(Y;, Y;))E >f (Z(t)) dlate (0,1)
dt T2 ViR A V) a0, s

14



Suprema proceséw stochastycznych I
. Wykaz, ze jesli proces (X;)ier jest symetryczny (tzn. ma ten sam rozklad co (—Xi)ier), to

E sup (X; — X;) = 2Esup X,
t,s€T teT

oraz dla dowolnego to € T

Esup X; < Esup |X¢| < E| Xy, | + 2Esup X,
teT teT teT

. Wykaz, ze dla dowolnego procesu stochastycznego (X¢)ier ito € T

Esup |X¢| < E| Xt | + E sup (X5 — X¢) < 3Esup | X4
teT t,s€T teT

oraz
Esup X; < EXy, + sup (X¢ — X;) < 2Esup X; + Esup(—Xy).
teT s,teT teT teT

. Udowodnij, ze dla ¢t > 0,
t

V2r(t2 + 1)

1
V27t

2
et /2.

e <P(gt) <

. Wykaz, ze

1
——+/logn < Esup gr < v/2logn, E sup |gk| < v/2log(2n)
2v/2 k<n k<n

oraz

Emaxpcngr . Emaxpg, |9k B

lim =1.

noo 2logn | neso y/2logn

. Niech X = (Xij)ign,j<m bedzie macierza losowa taka, ze X;; sa niezaleznymi zmiennymi

N(0,1). Wykaz, ze
c(vn+vm) <E|X| < vn+vm.

Wskazéwka. Do oszacowania gérnego uzyj lematu Slepiana i procesu gaussowskiego Z, ., =
n m 7
D1 Wigi + Zj:l Vig;-
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Suprema proceséw stochastycznych I1

1. Niech T ={1,2,...}orazdlan,m e T, X, = ﬁ id(n,m) =X, — Xnll2. Wykaz, ze
og(n
(o)
Esup X, < oo oraz / V0eg N(T,d,e)de = oo.
neT 0

Znajdz miare probabilistyczna p na T taka, ze

S /oo lo < 1 )ds<

u e ——— Q.

teIT) 0 8 u(B(t,e)

su /A(T) lo <1+1)ds<105u /00 lo (1>d5
et Jo T uBe) T T TR s VB )T

3. Zalézmy, ze ¢ jest funkcja Younga, a proces (Xy)ier spelnia warunek

2. Wykaz, ze

|Xt—XS|
Ep(“t—"51) <1 dlat,seT, t+#s.
g”( d(t, s) atsel, t#s

oraz

A(T)
/ ¢ H(N(T,d,e))de < o0.
0

Wykaz, ze dla dowolnego 0 < 0,1’ < A(T),

n
E sup (X, —X;) <no YN(T,d,n')*) + 100/ 0 Y(N(T,d,e))de.
d(t,s)<n 0

Wywnioskuj stad, ze dla kazdego § > 0 istnieje nn > 0 taka, ze

E sup (Xs—X;) <4
d(t»s)g"]

oraz proces (X;)ier ma z prawdopodobienstwem 1 ciagle trajektorie.

4. Skonstruuj miare probabilistyczna p taka, ze

teT

sup/oC>O \/log </,L<B2-$78)>d5 < C/OOO V1og(N(T, d, ¢)de.
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Zmienne i procesy subgaussowskie.

1. Wykaz, ze
oo oo
/ VI N(T, d,e)de ~ 3 226, (T).
0 n=0

2. Niech Z bedzie zmienng losowa. Wykaz, ze nastepujace wlasnosci zmiennej Z sa réwnowazne:
i) Ogony zmiennej Z spelniaja

P(|Z| > t) < 2exp(—t?/K?) dlat > 0.
ii) Momenty zmiennej Z spelniaja
1Z]l, = (E|Z|P)"? < Ka/p dlap> 1.

iii) Transformata Laplace’a Z?2 spelnia

1
Eexp(\?Z?) < exp(K3A\?) dla || < o
3

iv) Zmienna Z ma skoficzona norme Orlicza 1)y tzn.
Eexp(Z?/K?) < 2.

Jesli dodatkowo EZ = 0 to warunki i)-iv) sa réwnowazne
v) Transformata Laplace’a Z spelnia

Eexp(AZ) < exp(K2A\?) dla A € R.

Ponadto optymalne stale dla ktérych zachodza powyzsze nieréwnosci sg poréwnywalne ze
soba z dokladnoécig do stalej uniwersalnej, tzn. K; < CKj dla,j=1,...,5.

3. Niech (X;)ier bedzie odrodkowym procesem gaussowskim i d(¢, s) = || X — Xl dla s,t € T.
Wykaz, ze dla dowolnego o$rodkowego procesu subgaussowskiego (Y;)ier wzgledem metryki T
tzn. takiego procesu, ze Y; — Y spelnia jeden z poprzednich warunkéw z K; = d(t, s) zachodzi

E sup (Y; — Y;) < CEsup X;.
t,seT teT

4. Niech T C R" i Xy = Y | t;g; dla ¢t € T, gdzie gi,..., g, niezalezne o rozkladzie N(0,1).
Wykaz, ze
i) dla dowolnego s € R™ i ciagu (t5) w R™ takiego, ze T C conv{ty: k > 1} zachodzi

g9(T) :==Esup X; < Csup |ty — s|\/log(k + 1).
k=1

teT

ii) jesli g(T') < oo to istnieje s € R™ i ciag () w R™ taki, ze

sup |tx — s|v/log(k + 1) < Cg(T).
k>1
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Zmienne i macierze subgaussowskie

1. Niech (X}):er bedzie oérodkowym procesem stochastycznym, ktérego przyrosty maja wszyst-
kie momenty skonczone. Okreslmy

An(A) :=sup{|| Xt — Xg|lan: t,s€ A}, ACT,n=0,1,....
Okresdlmy

vx (T) mf sup Z Ay(

tET

gdzie infimum jest brane po wszystkich dopuszczalnych ciagach podzialéw A = (A,)n>0
zbioru T.
i) Udowodnij, ze

E sup (X; — X;) < Cyx(T).
t,se€T

ii) Uogdlnij powyzsza nieréwno$¢ na szacowanie p-tych momentéw supremum dla p > 1:

sup |Xs — Xy
t,seT

< Cyx(T) + sup || X5 — Xil[p)-

p t,s€T

ili) Wykaz, zeeSli X jest scentrowanym procesem gaussowskim, to v2(T) ~ vx (T), jesli jest
to proces subgaussowski, to v2(T") < Cyx(T).
2. Niech (Xi)ter bedzie osrodkowym procesem subgaussowskim wzgledem metryki d. Wykaz,
ze
P(sup | X; — X,| > C(72(T, d) + udiam(7T, d))) < exp(—u?) dla u > 0.
3. Wykaz, ze || XY [y, <X [ [1Y [l -

4. (Lemat Johnsona-Lindenstraussa) Niech A bedzie macierza m x n losowa o niezaleznych izo-
tropowych, subgaussowskich wierszach oraz K = max; || A;||y,. Udowodnij, ze
i) sla T C R™ z prawdopodobienstwem 0.99 zachodzi zdarzenie

[t —s| — s| <|t—s|+46 dla wszystkich s,t € T,

1 1
< |——=At— —A
0 ‘\/m t v m
gdzie § < S K?g(T);

ii) dla T skoficzonego podzbioru R™ z prawdopodobienstwem 0.99 zachodzi zdarzenie

(L-o)lt—s <

s| < (1+¢e)ft —s|,

1 1
—At— —A
N N
gdzie e < C long K2,

5. Niech A i K beda jak w poprzednim zadaniu. Wykaz, ze
i) dla T C R™,

Ediam (7 N KerA) < \/CEK2 g(T);

ii) dla T'C S™~! oraz m > CK*y(T)?,
P(T Nker(A) = 0) > 1 — exp(—cm/K*?).

18



Oszczedne préobkowanie

1. Niech
Yy, ={zeR": |z]o <p}.

Wykaz, ze dla 1 < p < n zachodzi

1
5(\/173? N By) C conv(X, N By) C /pBy N By.

9(VpBY N By) < 29(¥, N By) < 4\/]91082 ?

2. (Algorytm Lasso). Niech x € ¥, y = Az + w, gdzie A jest macierza losowg o niezaleznych
izotropowych subgaussowskich rzedach i K = max; || A;||y,. Niech & bedzie rozwigzaniem
problemu Lasso

oraz

& = argmin{| A2’ —y[: [2'[1 <R} (2)

z R = ||z||; oraz h = & — x. Wykaz, ze dla m > CK*plog(en/p),
i) [kl < 2y/lh],

ii) |Ah|? < 2(Ah,w),

i) P(|AR[? > 22 [h[2) > 1 — exp(—plog(en/p)),

iv) ||(At, w) — (As, w)||y, < CK|wl|t —s| dla t,s € R",

v) P((Ah, w) < CK|h|lw|\/plog(en/p)) > 1 — exp(=plog(en/p)).

vi) Wywnioskuj z powyzszych szacowan, ze

N
]P’<|:%—x<CK|w pog(eWp)) >1-
m

2 exp(—plog(en/p)).
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Twierdzenie Dvoretzky’ego
Cialem wypuklym nazywamy zwarty wypukly podzbiér R™ o niepustym wnetrzu.

1. Wykaz, ze jesli K jest symetrycznym ciatlem wypuklym w R™ oraz € > 0 to istnieje podprze-
strzen V' wymiaru c(e) logn oraz elipsoida € w V' taka, ze

ECKNV C(1+e).

2. Wykaz, ze kazda n wymiarowa elipsoida ma [ [-wymiarowy przekréj, ktory jest kula eukli-
desows.

3. Wykaz, ze jesli K jest symetrycznym cialem wypuklym w R™ oraz € > 0 to istnieje podprze-
strzen V wymiaru c(e) logn oraz p > 0 takie, ze

pBy C KNV C (14 ¢)pBy,
gdzie By = {x € V: |z| = 1}.
4. Wykaz, ze jedli £5 sie wklada ze stala A w £) oraz p > 2, to k < C APR2/P
5. Wykaz, ze jedli /5 sie wktada ze staly A w ¢ to k < CA%logn.

6. Oszacuj z dokladnodcia do statych uniwersalnych d(¢}). Co mozna powiedzie¢ o wymiarze
przekrojow kuli jednostkowej w £}, ktore sa bliskie euklidesowym?

7. Méwimy, ze przestrzen unormowana (E, || ||) jest kotypu p ze stata C,(E), jesli dla dowolnych

r1,T2,...,T, € F zachodzi
py\ 1/p 1 n 1/p
> P | -
) ot (5

<E
Wykaz, ze
i) przestrzen kotypu p ma kotyp ¢ dla ¢ > p i Cy(E) < Cp(E),
ii) przestrzen nie moze mie¢ mniejszego kotypu niz 2,
iii) przestrzen Hilberta ma kotyp 2,
iv) przestrzen £ ma kotyp max{2,p} i Crax{2,p}({y) < C,
1 2/p
v)dlap>2,d(E) > camn

n
E iy
i=1

8. Wykaz dualna wersje twierdzenia Dvoretzky’ego: dla dowolnego symetrycznego ciala wypu-
klego K istnieje rzut P na przestrzeni V wymiaru k > c(e) logn oraz elipsoida & w V taka,
ze

ECPK C(1+¢).

20



