Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa III - 1

Funkcjg tworzgcqg momenty (transformatq Laplace’a) zmiennej losowej X
nazywamy funkcje
Mx(t) :=Ee!™, teR.

1. Oblicz funkcje tworzaca momenty zmiennych o nastepujacych rozktadach:
a) symetryczny dwupunktowy;
b) dwumianowy z parametrami n, p;
c) Poissona z parametrem X;
d) Gaussowski N (a, 0?);
e) wykladniczy z parametrem X;
f) jednostajny na [a, b].
2. Udowodnij, ze jesli X 1Y niezalezne zmienne losowe, to Mx 1y = Mx My .

3. Wykaz, ze X ma skonczong funkcje tworzaca momenty na przedziale
(=to,to) wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego 0 < A < tg istnieje sta-
la C(N) taka, ze P(|X| > t) < C(\)e~* dla wszystkich ¢ > 0.

4. Zalézmy, ze X ma skonczona funkcje tworzaca momenty na przedziale
(—to, to) dla pewnego tg > 0. Udowodnij, ze
a) X ma wszystkie momenty skonczone, tzn. E|X|P? < oo dla p > 0;
b) My (t) = 3572, [EX";
¢) BEX® = L My (t) | mo;
d) Jedli Y zmienna losowa taka, ze My (t) = Mx(t) dla t z pewnego
otoczenia 0, to py = px;
e) Rozklad X jest wyznaczony przez swoje momenty tzn. jeéli EY* = EX*
dla wszystkich k € Z, to py = px;
f) Jesli X,, ciag zmiennych losowych taki, ze Mx (t) — Mx(¢t) dla t €
(=to,to) przy n — oo, to X,, zbiega do X wedlug rozkladu.

5. Podaj przyklad dwu zmiennych losowych takich, ze EX* = EY* dla
wszystkich k € Z, (zakladamy, ze E|X|*, E|Y|* < 00) oraz ux # uy-

Niech f: R — RU {oo}. Transformatq Fenchela-Legendre’a funkcji f nazy-
wamy funkcje Lf: R — R U {oo} okreslona wzorem

Lf(x) == sup{zy — f(y): y € R}.
Ogolniej, gdy f: R? — R U {oo}, to definiujemy
Lf(w) = sup{(z,y) — f(y): y € R'}.

6. Wykaz, ze:
a) L(af)(z) =aLlf(z/a) dlaa > 0;
b) f(z)+ Lf(y) > zy dla z,y € R;
c) Lf jest funkcja wypuktla;



d) LLf < f;

e) LLf = f jedli f: R — R wypukla, a jesli f przyjmuje wartosé oo, to
rownosé zachodzi poza co najwyzej dwoma punktami;

f) LLf to maksymalna funkcja wypukla dominowana przez f.

7. Oblicz Lf dla f = |z|P, 1 < p < 0.
Dla zmiennej losowej X, okredlmy

Ax(t) :=log Mx(t), A%(t):=LAx(1).
8. Wykaz, ze Ax jest funkcjg wypuktla.

9. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie, a S, = X1 + ...+ X,,. Wyraz A§ za pomoca AY.

10. Oblicz A% dla rozktadéw z zadania 1.
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1. Wykaz, ze dla dowolnego ¢ > 0,

oo
7 3 < et2/2/ e~ 2ds < 71,
t

2. Uogdlnij poprzednie zadanie i znajdz takie liczby a; > 0,7 =0,1,2,..., ze
dla dowolnego t > 0 oraz k =0,1,2,...,

2k+1 . S 2k
Z (=1)la;t™271 < ¢t /2/ e 2ds < Z(fl)zait*m*l.
i=0 t i=0

3. Udowodnij, ze dla X ~ A(0,1) oraz dowolnego A € B(R),

1 _
lim —logP(S, € A) = —essinf{z?/2: v € A}.

n—oo n

4. Podaj przyklad zmiennej X takiej, ze nie istnieje lim,, .o, n~!log P(S,, =
0).

5. Wykaz, ze dla dowolnej zmiennej X,

lim 1 log P(S,, > t) = —inf A% (s).

n—oo 1N s>t
6. Wykaz, ze
a) Funkcja A% jest pélciagla z dotu dla dowolnej zmiennej X;
b) Jedli 0 € IntDp,, to lim_o A% (t) = oo, W szczegdlnosci zbiory

{t: A% (t) < a} sa zwarte dla a € R;
c) Jesli Dy, = R, to limyy o A% (t)/[t] = oo.
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1. Zalézmy, ze wspolrzedne X () wektora losowego X sa niezaleznymi zmien-

nymi losowymi. Wyraz Ax i A% za pomoca Axa) 1 A% ;.

2. Niech X bedzie gaussowskim d-wymiarowym wektorem losowym o §redniej
a i macierzy kowariancji C'. Znajdz Ax i A%

3. a) Wykaz, ze jedli X jest wektorem losowym w R oraz t ¢ conv(supp px),
to A% (t) = .
b) Podaj przyktad wektora losowego X oraz t ¢ supp px takiego, ze
A% (t) < o0

4. Zalézmy, ze (My, Fr)52 o jest martyngatem takim, ze || My —My_1|loc < ak
dla k =1,2,.... Wykaz, ze

2
AMn—Mo(t)gg ap
k=1
oraz
(Mo — Mo| > ) < 2exp(— —et—)
P n — M| Z §) S 4€XP(— 7 .
2Zk:1ai

5. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, wykaz, ze istnieje stala C' < oo
taka, ze dla p > 2,

1M, — M|, := (BIM,, — Mo[?)/? < Cy/p(>_ af)' /.
k=1

6. Niech S = Y"}_, axey, gdzie e, niezalezne zmienne losowe takie, ze P(e), =
+1) = 1/2. Wykaz, ze dla p,q > 0 istnieje stala Cp 4 zalezna tylko od p i
q dla ktorej [|S||, < CpqllS|lq-
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1. Rozpatrujac rozklady wykladnicze, gaussowskie i Poissona pokaz, ze nie
mozna poprawic¢ rzedu oszacowan w nieréwnosciach Bernsteina i Bennetta.

2. Zalézmy, ze (My, Fi)72, jest martyngatem takim, ze maxy, | Mi—Mpi—1||oc =
a, |E((My — M—1)?|Fi—1)|lc < 0} oraz o? = 3"}_, 07. Wykaz, ze

N

At —a1p(t) < T (e — ta— 1)

oraz s sa
P(|M,, — Mp| > s) < 26Xp<— —1In (1+ —))
2a o2

3. Wykaz, ze z odwrotnej nieréwnosci wykladniczej Kolmogorowa wynika,
ze dla niezaleznych zmiennych X; o sredniej zero,

n 1 32
P( X; > ) > = (— 1 —)7
S 0) > e (-

o ile ~
max(s, o) max || X || oo < 6(g)0?.

4. Niech X; beda niezaleznymi symetrycznymi zmiennymi losowymi oraz
la;] < 1. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji wypuklej f: F — R,

Ef(}_a:X:) <EfO X))
i=1 i=1
Wywnioskuj stad, ze dla funkcji wypuktlej, niemalejacej f: R+ — R,

Ef(1Y aXill) <EL(Y Xill)-
i=1 i=1

5. Wykaz, ze przy zalozeniach poprzedniego zadania nie musi by¢ prawda,
ze dla s > 0,

P(IY aiXill > s) <P(| )Xl > 9).
i=1 i=1
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1.

5*

6*

Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
Emax|| i/ < C7E|S, "
dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.
Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych
Emax||Sy[” < C7 max Ef|Se|”
dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.
Wykaz, ze nie istnieje stala uniwersalna C' taka, ze

Erl&ax | M| < CE|M,,|

dla dowolnego martyngatu (My)i<r<n.

. Zalézmy, ze X; i Y; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozktadzie. Wykaz, ze istnieja uniwersalne stale Cy i Cy dla ktérych

k l n o n

P(max | S 30X, Y;)| > 1) < CP( Y YK, Y))| > /C))

i=1j=1 i=1 j=1
dla dowolnej funkcji mierzalnej h.

Niech X; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych w osrodkowej
przestrzeni Banacha F. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne.
i) >, X, zbiega wedlug prawdopodobienstwa

i) Yoo, X; zbiega p.n.

iii) Y2, X; zbiega wedlug rozkladu.

Wykaz, ze istnieja stale C; taka, ze dla dowolnych niezaleznych rzeczywi-
stych zmiennych losowych X; oraz liczb ay,

— > < — > .
P(max [|Sk| —ax| > ) < C1 max P(||Sk] —ax| > /C2)
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1. Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach w osrodkowej przestrzeni
Banacha F'. Wykaz, ze
a) dla € > 0 istnieje funkcja ¢: F' — F przyjmujaca tylko przeliczalnie
wiele wartosci taka, ze || X — ¢(X)|| < e p.n.,
b) jesli E||X|| < oo, to dla € > 0 istnieje funkcja ¢: F — F przyjmujaca
tylko skoficzenie wiele wartoéci taka, ze E|| X — o(X)|| < e.

2. Wykaz, ze jedli X; sa zmiennymi o jednakowym rozktadzie takimi, ze

P(X; #0) >0, to limsup,,_, ., Hj%” = 00 p.n..

3. Zalézmy, ze X; sa niezalezne o warto$ciach w F. Wykaz, ze
a) Dla dowolnych s,¢ > 0,

P(max ||Sy|| > 3t + s) < P(max ||Sy|| > t)* + P(max || Xy > s).
k<n k<n k<n

b) Jedli zmienne X; sa symetryczne, to dla s,t > 0,

P(max||Sy| > 2t + 5) < 4P([|Sn] > t)? + P (max | Xy > s).

4. Niech S := "  2;¢; dla pewnych z; € F. Wykaz, ze dla p,q > 0
istnieja stale C,, < oo zalezne tylko od p i ¢ takie, ze (E|S||?)}/? <
Cp g (BS]1)V.

5. Zalézmy, ze 0 < p < 0o, zmienne X; sg niezalezne i symetryczne o warto-
$ciach w F'. Wykaz, ze

E[[Sn][" < 2-3"Emax [ Xy[|” + 2(3t0)",

gdzie
to := inf{t > 0: P(|Snl| > ) < (8-37) 7'},

6. Przestrzen Banacha F' nazywamy typu p > 1 jedli istnieje stata T, taka,
ze dla dowolnych wektoréw x; € F,

(B D@l P < (Y llP) .
i=1 i=1

Wykaz, ze

a) Jesli przestrzen jest typu p, to jest typu ¢ dla ¢ < p.

b) Przestrzenie Hilberta sa typu 2.

c) Kazda przestrzen Banacha jest typu 1 i nie istnieja przestrzenie typu
p> 2.

d) Przestrzen LP jest typu min(p,1) dla p < co.

e) Przestrzen ¢y nie ma nietrywialnego typu.
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1. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi ograniczonymi zmiennymi losowymi o
$redniej zero spetniajacymi warunki:
i) a? := Var(S,) = > i, EX? — o0
. Inln a2
i) (|, oo Y222 g,
Wykaz, ze

S,
limsup ————— =1 p.n.

n—oo 1/2a2Inlna?

2. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie ze $rednig zero i warinacja o2. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji
ciaglej f: R — R,

Sn

i _ o Sn oy _ t) p.n.,
e Mot P, /) P
lim inff(L) = _inf f(t) pn.

= i
n—00 v2ninlnn t€[—o,0]

3. Zatézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w o$rodkowej prze-
strzeni Banacha o tym samym rozktadzie co X. Wykaz, ze warunek

, 1Sl
lim sup ————= < o0 p.n.
n—>o<>p vV 2nlnlnn P
implikuje:
2
i) EL”L)B!(H < 00, gdzie LLx := Inln(z V 10).

ii) EX = 0 oraz sup,<; Elz*(X)[* < oo.

4. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w osrodkowej prze-

2
strzeni Banacha typu 2 o tym samym rozkladzie co X oraz E LHL)W)l(H < oo.

Wykaz, ze \/ﬁ zbiega do 0 wedlug prawdopodobiefistwa.
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1. Niech f: R™ — R bedzie funkcja ciagta o nosniku zwartym, Wykaz, ze
a) Dla a € Z7} oraz t € R
(1) = D f (1)

i wywnioskuj stad, ze f jest funkcja szybko znikajaca w nieskonczonosci,
b) dla dowolnej miary skonczonej p na R™,

f(@)dp(z) =
]Rn

w szczegblnosci

c) Dla o € Z7%,

DO f(t) = ! / e (i) f(—x)da.

2. a) Niech v bedzie miarg na R\ {0} taka, ze [z?dv(z) < oo oraz X ma
rozklad nieskoficzenie podzielny 7, ,2 ,,. Wykaz, ze EX 2 < 00 oraz

3
EX =a —|—/ dv(y),
r\{0} 1+ 72

Var(X) = o? —|—/ yrdv(y).
R\{0}

b) Wykaz, ze jesli X ~ m, 52, oraz EX? < oo, to [ z2dv(z) < co.

3. Zatézmy, ze ciag zmiennych nieskonczenie podzielnych X, zbiega wedlug
rozkladu do zmiennej X. Wykaz, ze X jest nieskoniczenie podzielny.

4. Wykaz, ze jedyne ograniczone zmienne nieskonczenie podzielne, to stale.

5. Wykaz, ze zmienna X ma symetryczny rozklad nieskonczenie podzielny
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje o > 0 oraz miara v na (0,00) taka, ze
f(o 00) min(1, 2?)dv(x) < oo dla ktérych

t2g2

ox(t) = exp ( - + /(0 O(J)(cos(tar:) - 1)dy(x)>.

6. Udowodnij, ze zmienna X ma nieujemny rozktad nieskoniczenie podzielny
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje a > 0 oraz miara v na (0,00) taka, ze
f(o ooy Min(1, )dv(x) < oo dla ktérych

px(t) = exp (ita +/

(0,00)

(e — 1)d1/(x)).
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1. Niech ¢: R — R bedzie funkcja mierzalng, ograniczona taka, ze

lim sup w < 00.
x—0 X

Wykaz, ze zmienna X jest nieskonczenie podzielna wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje uktad Levy’ego (a,o,v) taki, ze

ex(t) =exp (ita - ; + /R\{O}(e”” —1- itq(w))du(x)).

2. Niech (a,0?,v) bedzie ukladem Levy’ego. Wykaz, ze istnieje proces sto-
chastyczny (X;)>o taki, ze
i) Xo =0 p.n.
ii) X; ma przyrosty niezalezne
lll) X — X~ T(t—s)a,(t—s)o?,(t—s)v dla0<s<t.

3. Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscig A oraz X, X1, X, ...
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie. Okresl-
my zlozZony proces Poissona wzorem

Ny
Y=Y X,
s=1

Wykaz, ze

a) Y; jest procesem o przyrostach niezaleznych i trajektoriach prawostron-
nie ciagtych,

b) EY; = MEX, Var(¥;) = MEX?

¢) EWahjo 1)(Y) = ATE|X],

d) P(supgcicr [Vi — MEX| > €) < 2LEX2.

4. Wykaz, ze dla dowolnego ukladu Levy’ego (a,c?,v) istnieje proces Z;

spelniajacy warunki i)-iii) zadania 2 oraz taki, ze
iv) Trajektorie Z; sa prawostronnie ciagle i posiadaja lewostronne granice.

5. Udowodnij, ze przy zalozeniach poprzedniego zadania, jesli ¢ = 0 oraz
[ lyldv < oo, to mozemy skonstruowaé proces X, spelniajacy warunki
poprzedniego zadania ktérego trajektorie maja wahanie ograniczone na
kazdym przedziale skoficzonym.

10
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1. Wykaz (bez uzywania funkcji charakterystycznych), ze jesli X jest roz-
ktadem a-stabilnym oraz X, X5 sa niezaleznymi kopiami X, to ¢ X7 +
caXg ~ (¢ +¢e§)VX + B(cy, ¢z) dla ¢, cp > 0.

2. Scharakteryzuj wszystkie nieujemne rozklady stabilne.
3. Scharakteryzuj wszystkie symetryczne rozklady stabilne.

4. Niech T1,T5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wy-
ktadniczym z parametrem 1, za§ I'; :=T1 + ... + Tj.
a) Niech S; bedzie momentem j-tego skoku procesu Poissona N z inten-
sywnoscia A, tzn. S; = inf{t: N; = j}. Wykaz, ze ciag (S;) ma ten sam
rozklad, co ciag (I';/A).
b) Zatézmy, ze (I'; 1), k = 1,2...,n sa niezaleznymi kopiami (I';) oraz
A1,y Ay > 0. Niech (Z7);>1 oznacza niemalajace uporzadkowanie zbio-
ru {l; /At j > 1,1 < k < n}. Wykaz, ze (Z7) ma ten sam rozklad, co
(5 )
c) Wykaz, ze dla j > p > 0,

El;P ==~

5. Ustalmy 0 < a < 2. Niech (I';) bedzie jak w porzednim zadaniu, a
X, X1, Xo,... bedzie ciagiem niezaleznych symetrycznych zmiennych lo-
sowych o jednakowym rozkladzie, niezaleznym od (T';) takim, ze E| X |* <
0o. Wykaz, ze
a) Szereg

S=>"r;""x;
j=1

jest zbiezny p.n.
b) S ma symetryczny rozklad a-stabilny
c®) limy_, o, t*P(|S] > t) = E| X|“.

6. Wykaz, ze jesli X ma rozklad a-stabilny oraz a # 2, to E|X|P < co wtedy
i tylko wtedy gdy p < a.

11



